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Ueber lineare Differentialgleichungen 
mit mehrwerthigen algebraischen Coefficienten. 
(Dritte Abhandlung; die früheren Abhandlungen siehe Band 115 und Band 119 dieses 
Journals.) 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Es war in den Abhandlungen des Verfassers Band 115 No. 8 und 
Band 119 No. 2 dieses Journals gezeigt, dass die linearunabhängigen Integrale 
einer homogenen linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen alge- 
braischen Cofficienten die Integrale einer homogenen linearen Differential- 
gleichung mit rationalen Üoefficienten sind, und dass man letztere Differential- 
gleichung immer aufstellen kann. Diese Differentialgleichung wird hier für 
den Fall, dass der Differentialausdruck derselben durch ein System normaler 
Differentialausdrücke darstellbar ist, zur Darstellung der Integrale der 
linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebraischen Coeffieienten 
verwandt. 


1. 


Die homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten, deren Integrale die linear- 
unabhängigen Integrale der homogenen linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebraischen 
Coefficienten sind. 


Die vorgelegte homogene lineare Differentialgleichung mit dem 
Üoefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 enthalte in den Üoeffieienten 
‚rational neben der unabhängigen Variablen x eine oder mehrere irreduetible 
algebraische Functionen. Es wird das Schema von drei solchen Functionen 
u, 0, w angenommen. In den Gleichungen derselben sind die Coeffieienten 
ganze rationale Functionen von z, der Üoefficient der höchsten Potenz 
gleich 1. Wenn alle Combinationen der Zweige der algebraischen Functionen 
zulässig sind, ohne dass einer der Nenner in den Coeffieienten der Differential- 
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gleichung identisch verschwindet, .so sind diese Coeffieienten unter der 
H(z,u,v,w,) 
K(=) 
angegebenen Variablen sind. 
Man kann die in Zusammenhang stehenden Combinationen der Zweige 
von z, v, w rational durch x und eine andere irreductible algebraische 


Form darstellbar, wo H und K ganze rationale Ausdrücke der 


Funetion mit soviel Zweigen, als Combinationen in Zusammenhang stehen, 
ausdrücken. Diese Ausdrücke sind in Abhandlung Band 119 No. 1 gegeben. 
Wenn nun eine Combination der Zweige von a, v, w genommen wird, bei 
welcher keiner der Nenner in den Coeffieienten der Differentialgleichung 
identisch verschwindet, so kann man an Stelle von x, ®, ıw jene algebraische 
Funetion in die Coeffiecienten einführen. Auf diese Weise wird die ursprüng- 
liche Differentialgleichung durch eine oder mehrere Differentialgleichungen 
vertreten, bei welchen in den Coefficienten der einzelnen Differentialgleichung 
nur eine einzige algebraische Function rational neben der unabhängigen 
Variablen vorkommt. 

Die Darstellung der Integrationsmethoden wird hier für den Fall 
gegeben, wo die Üoeffieienten der Differentialgleichung eine oder mehrere 
algebraische Funetionen rational enthalten und alle Combinationen der 
Zweige zulässig sind, ohne dass einer der Nenner identisch verschwindet. 
Die in Zusammenhang stehenden Combinationen der Zweige der algebraischen 
Funetionen können dabei nach dem Vorhergehenden ermittelt werden. Sind 
z. B. die Grade der irreductiblen Gleichungen in Bezug auf », v, w relative 
Primzahlen, so stehen alle Combinationen in Zusammenhang (Abh. Band 115 
No. 1, Band 119, No. 1). Wenn nicht alle Combinationen in Zusammenhang 
stehen, so kann bei einer Gruppe zusammenhängender Combinationen die 
oben genannte Differentialgleichung, welche an Stelle dieser Combinationen 
nur eine einzige algebraische Function neben der unabhängigen Variablen 
rational in den Coeffiecienten enthält, in Betracht gezogen werden. 


Die homogene lineare Differentialgleichung sei m-ter Ordnung 
(1.) F,y,u,v,w,e) =. 


Der Coeffieient der höchsten Ableitung ist gleich 1, die übrigen Coefficienten 
H(z,u,o,w 
k(«) 
Ausdrücke der vorkommenden Variablen. Die singulären Punkte der 
Differentialgleichung sind in Abhandlung Band 115 No. 1 angegeben. Die 


haben die oben angegebene Form ‚ Hund K sind ganze rationale 


er 


er 
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algebraische Function « habe « Zweige, e deren /, w deren y. Jeder der 
a/?y Combinationen der Zweige kommen m linearunabhängige Integrale der 
Differentialgleichung (1.) zu. Diese den «/%y Combinationen entsprechenden 
m «y Integralfunetionen brauchen nicht alle unter einander linearunabhängig 
zu sein (die Coeffieienten der Differentialgleichung mögen eine oder mehrere 
algebraischen Functionen enthalten) gemäss Abh. Bd. 115 No. 8 (6.), Bd. 119 
No. 2, II. Es seien N unter diesen Integralfunetionen linearunabhängig, 
dieselben erfüllen eine homogene lineare Differentialgleiehung N-ter Ordnung 
(2.) P,(y, €) =W\, 

deren Coefficienten rationale Funetionen von x sind, der ÜCoefficient der 
höchsten Ableitung gleich 1, mit Constanten, die algebraisch mit den Uon- 
stanten in (1.) zusammenhängen. Diese Differentialgleichung wird aus (1.) 
nach den Angaben in Abh. Bd. 115 No. 8, Abh. Bd. 119 No. 2 vermittelst 
algebraischer Operationen ermittelt. 

Es sei also diese Differentialgleichung (2.) aufgestellt. Dieselbe wird 
im Folgenden die Connerdifferentialgleichung von der Differentialgleichung (1. 
genannt werden. Ob die Integrale der Differentialgleichung F\ (y,u,ve,w,x) = 0 


/ \ (IN 


(1.) die Differentialgleichung 2,(y,z)=0 (2.) erfüllen, kann man prüfen 
gemäss den Angaben Abh. Bd. 115 5. 1435. Wenn man ferner bei einem 
nicht singulären Punkte der Differentialgleicehungen (1.) und (2.) bei jeder der 
ey Combinationen der Zweige von u,v,w m Integrale von F,„=0 (1. 
entwickelt, so muss es N unter diesen Entwickelungen geben derart, dass die 
Determinante derselben und ihrer N—1 ersten Ableitungen in diesem Punkte 
nicht verschwindet. N solcher Funetionen sind anzugeben. Damit ist die 
Richtigkeit der Differentialgleichung (2.) nachträglich vollständig bestätigt. 

Von dem Differentialausdrucke P,(y,x) in (2.) soll nun hier voraus- 
gesetzt werden, dass derselbe durch ein System normaler Differentialausdrücke 


darstellbar ist. 


Dieses ist nach den Angaben in Abh. Bd. 96 zweite Abtheilung (vgl. 
hierbei Abh. Bd. 117 S. 198, 199) zu ermitteln. Im Folgenden kommt die 
in Abh. Bd. 96 No. 10 definirte eanonische Form des Differentialausdruckes 
P,(y, x) zur Anwendung. Jede Differentialgleichung, deren Integrale 2, = 0 
erfüllen, mit normalem Differentialausdrucke und von höchster Ordnung unter 
denen mit demselben determinirenden Factor sei aufgestellt. Die Integrale 
dieser Differentialgleichungen mit verschiedenen determinirenden Factoren 

1* 
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sind unter einander linearunabhängig und werden in der homogenen linearen 
Differentialgleiehung mit rationalen Coeffieienten und dem Üoefficienten der 
höchsten Ableitung gleich 1 F.,(z,y) = vereinigt. Jene einzelnen Differential- 
gleichungen sind die Hauptunterdifferentialgleichungen von F.,(y,x2)=0. Dann 
ist ?,(y, x) dureh das System 


(3.) Fu; z) = Yı Pyı %) 
darstellbar, wo 7(y,, x) sich wieder als homogenen linearen Differential- 
ausdruck mit rationalen Coeffieienten ergiebt, der durch ein System normaler 
Ditferentialausdrücke darstellbar ist. Hier ist F.,(y, x) der erste canonische 
Bestandtheil von ?,(y,x). In gleicher Weise wird der erste canonische 
Bestandtheil von 7 gebildet, derselbe ist der zweite canonische Bestandtheil 
von ?D,u.8s.w. Das System der canonischen Bestandtheile 


(4) Fu 2)=Yy, Fo) =Yn 4 Foryr-ı, ©) 
bildet die canonische Form von P,(y,x). Nach der in Bd. 96 No. 10 an- 
gewandten Terminologie sind diese canonischen Bestandtheile normale 
:anonische Bestandtheile. Ein nicht normaler canonischer Bestandtheil 
kommt, da ?P,(y,x) durch ein System normaler Differentialausdrücke dar- 
stellbar sein soll, hier nicht vor. 


2. 


Der Differentialausdruck der Connexdifferentialgleichung aus No. 1 enthalte nur einen canonischen 


Bestandtheil. 


Bei der in voriger Nummer über den Differentialausdruck 2,(y, x) 
No. 1 (2.) gemachten Voraussetzung ist zunächst als ein Hauptfall derjenige 
zu betrachten, wo ?, nur einen canonischen Bestandtheil enthält. Es giebt 
also eine oder mehrere getrennte homogene lineare Differentialgleichungen, 
in denen normale Differentialausdrücke mit unter einander verschiedenen 
determinirenden Factoren gleich Null gesetzt sind (Hauptunterdifferential- 
gleichungen), deren Integrale zusammen N linearunabhängige Integrale von 
D,(y,a2)=0 sind. Dieser Fall ist bereits in Abh. Bd. 115 No. 9 in der 
Hauptsache behandelt. — Hierher gehört auch die Differentialgleichung F,, = 0 
No. 1 (1.), welche nur reguläre Integrale hat (Abh. Bd. 115 No. 5), dann ist 
PD, No. 1 (2.) ein regulärer Differentialausdruck; in diesem Falle wird die 
Ditferentialgleichung F,= 0 direet behandelt (Abh. Bd. 115 No. 6). — 


Es ist in Abhandlung Band 115 No. 9 zunächst gezeigt, wie sich 


A 


Thome, über lineare Differentialgleichungen mit mehrwerthigen algebr. Coefficienten. 5 


Differentialausdrücke F,(y,u,v, w,x) No. (1.) und ?,(y, x) No. (2.) von der 
angegebenen Eigenschaft bilden lassen. 

Sodann wird bei einem Complex von R zusammenhängenden Com- 
binationen der Zweige von a,v,w bei dem singulären Punkte r=a, 


z—a={C” gesetzt, wodureh sich 
; dam _ a 
(1.) F,(y; u, v, w, €) er (5 :) (7 ‚(y; u, v, w, >) 
bu] 


ergiebtt. @,„=0 hat in der Umgebung von = 0, abgesehen von diesem 
Punkte, einwerthige und stetige Coeffieienten, die für ©=0 in endlicher 
Ordnung unendlich werden. Aus den Hauptunterdifferentialgleichungen von 
D,(y,2)=0 geht hervor, das G,=0 bei {=0 m linearunabhängige 
Integrale unter der Form von normalen Integralen hat (Abhandlung Bd. 115 
S. 145). Nachdem die Existenz von solchen Integralen festgestellt ist, 
werden die »ormalen Integrale direct aus der Differentialgleichung G,=\ be- 
stimmt, wie in Abhandlung Band 115 S. 146, 147 auseinandergesetzt ist: 
vgl. die ausführlichere Untersuchung in der vorliegenden Abhandlung No. 6 V, 


No.7 U. 


3. 
Der Differentialausdruck der Connexdifferentialgleichung aus No. 1 enthalte 
Bestandtheile. 

Der durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbare 
Differentialausdruck 2,(y,x) No.1 (2.) enthalte in der eanonischen Form 
No.1 (4.) mehrere eanonische Bestandtheile. Es ist hier zunächst zu zeigen, 
wie man eine Differentialgleichung F,(y, w, v, w, x) = 0 No.1 (1.) bilden kann, 
so dass der Differentialausdruck 2,(y, x) der Connexdifferentialgleichung 
No. 1 (2.) durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist. 
und die canonische Form desselben mehrere ceanonische Bestandtheile enthält. 

I. Ein Differentialausdruck F,(y,uw,v,w,x) sei durch das System 
gegeben 

(1.) f.Y; €) >. gu 991: U,0,W, rt), 
wo f, ein homogener linearer Differentialausdruck rter Ordnung mit rationalen 
Functionen von x als Üoeffieienten, g, ein homogener linearer Differential- 
ausdruck ster Ordnung mit Coefficienten der Form a H und K 


ganze rationale Ausdrücke der angegebenen Variablen, x, e, ıw die algebraischen 
Funetionen aus No. 1; die Coeffieienten der höchsten Ableitungen in f. 
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und g, gleich 1. Die Connexdifferentialgleichung (s. No. 1) von 9,(y,u, v, w,x) = 0 
sei 7,(y,2)=0 Mter Ordnung. Alsdann wird die Connexdifferential- 
gleichung von 


(2.) F.(y,u,v,w,x) = 0 
dargestellt durch 
(3.) fx) = Yı. Fly, 2) =, 


wie sich auf folgende Weise ergiebt. Unter den s «?y Integralen von ,=0, 
die den «Py Combinationen der Zweige von ,v, w entsprechen, sind 
M linearunabhängig. Dieselben sind M Integrale von 7,(y,z)=0 und 
seien durch 


(4.) 07 
bezeichnet. Funetionen, welche 

(d.) (DJ) =y" (nel,.., MM 
erfüllen, seien 

6.) y” “el,..M) 
r linearunabhängige Integrale von f,(y, x) = 0 seien 

4) Yan Yan "+1 In 
Die r+M Functionen 

(8.) Yan Yan cn Yon I, VD, ... Y 


sind unter einander linearunabhängig. Diese r-+M Funectionen sind Integrale 
von (2.) und jedes Integral von (2.) ist durch Functionen aus (8.) linear 
und homogen mit eonstanten Coefficienten darstellbar. Andererseits sind 
die Funetionen (8.) Integrale der Differentialgleichung (3.) (r+M)-ter 
Ordnung. Es ist also (3.) die Connexdifferentialgleichung von (2.). 

Nunmehr sei f,(y, x) durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar und die canonische Form von f, enthalte mehrere eanonische 
Bestandtheile. Ein solcher Differentialausdruck wird gemäss Abhandlung 
Bd. 96 No. 12 II (vergl. Abh. Bd. 117 No. 4 I) hergestellt. g,(y,u,v»,w, x) 
werde in folgender Weise gebildet. A”(y,u,v,w,x) sei ein regulärer 
Differentialausdruck, der u,v,w in den Coeffiecienten enthält (Abhandlung 
Bd. 115 No. 5). Es werde 

(9.) Hy, u,0,W, ) = ee" h(e” ’“ Y,u,0,w, ) 


aufgestellt, wo W eine rationale Function von x ist, die in Partialbrüche zer- 
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—1) Ausdrücke (9. 


legt, zum absoluten Gliede Null hat. Nun werden & (e 
genommen, worin die Grössen e” unter einander und von den determinirenden 
Faetoren in f, verschieden sind. Die Integrale von H®=-0 A=1,...,e) bei 


denselben Zweigen von «a, v, w sind linearunabhängig und werden in der 


Differentialgleichung g,(y, u, v, w, x) = 0 vereinigt (vgl. Abh. Bd. 115, 8. 144, 
145). Die Connexdifferentialgleichung von A” =0 sei w(y,z)=0, wo 


Sa 


v”(y, x) normal mit dem determinirenden Factor e”*. Die Integrale von 
v9=0(A=1,...,e) werden vereinigt in 7,(y, x) = 0, dieses ist die Connex- 
differentialgleichung von 9,(y,u,®e,w,2)=0. #,(y, x) ist durch ein System 
normaler Differentialausdrücke darstellbar (vergl. Abh. Bd. 96 No. 8 II Ca.), 
die determinirenden Factoren in diesem System für 7, sind unter einander 
und von denen in f, verschieden. Dann hat die ecanonische Form von 


10.) dm Pula), 
wie in ]I gezeigt werden wird, wenigstens so viele ceanonische Bestandtheile. 
wie die canonische Form von f,. Die auf diese Weise hergestellte Ditferential- 
sleichung (2.) erfüllt also die gestellte Forderung. 

Il. Um die vorhin angegebene Eigenschaft des Differentialausdruckes 
(10.) nachzuweisen, wird in folgender Weise verfahren: 

A. Der homogene lineare Differentialausdrucek mit rationalen Coeffi- 
cienten f(y, x) sei durch ein System normaler Differentialausdrücke dar- 
stellbar. Die canonische Form von f(y,x) enthalte afa=1) eanonische 
Bestandtheile und sei 


11) Yo 2)=Yn Pay) =yYn.n Poli ®). 
Ferner sei w(y, x) ein normaler Differentialausdruck, dessen determinirender 
Factor von denjenigen in dem Systeme /(y, x) verschieden ist. Dann sind 
die Integrale von f= (0 und w= 0 unter einander linearunabhängig (Abhand- 
lung Bd. 96 No.8 II D). 


Die Integrale von y1,=0 und w=0 werden in einer Differential- 
gleichung vereinigt. Der Differentialausdruck letzterer Differentialgleichung 
erhält jeden der beiden Ausdrücke 

(12°) Jah) =Yn  VYnR). 
(12°.) vya)=Y, Po). 
Hier ist w ein normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden 


Factor aus w (Abhandlung Bd. 96 No. 8 II C). %,, entsteht in folgender 
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Weise. Die Hauptunterdifferentialgleichungen der Differentialgleichung, in 
welcher der erste canonische Bestandtheil Y., gleich Null gesetzt ist, seien 
F,=0 bis F,=0. Die Integrale von v=0 und F, =0 werden in einer 
Differentialgleichung vereinigt, deren Differentialausdruck ist 

(13.) v(y, €) = Yı 9,41, €), 
wo g,, normal mit dem determinirenden Factor in F,, (a.a.0.). Die Vereinigung 
der Integrale von g,,=0(s=0-...r) in einer Differentialgleichung liefert 
die Differentialgleichung 4, =. 

Die Integrale der Differentialgleichung, in welcher das System 

(14.) pa(Yı; E)=Yn 2. Pi (Ya-1, T) 
gleich Null gesetzt ist, und der Differentialgleichung w'(y, x) = 0 sind unter- 
einander linearunabhängig (Abhandlung Bd. 96 No. 8 II D) und seien ver- 
einigt in einer Differentialgleichung, deren Differentialausdruck 

(15.) v(y,2)=s, L(s, x) 
ist. L(s,x) ist durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar, 
welches einem Systeme für den Differentialausdruck (14.) ähnlich ist (Ab- 
handlung Bd. 96 No. 8 IIC). Die Integrale von f=0 und vw=O sind 
alsdann in einer Differentialgleichung vereinigt, deren Differentialausdruck 
gemäss (12.) (15.) jeden der beiden Ausdrücke erhält: 


(16*.) pa(% 2) = Yı, v(y,2)=S, L(s, &), 
(16*.) mo) omas Les) 

Es ergiebt sich nun, dass in der canonischen Form des Differentialausdruckes 
(17.) Hyd =5 Usa) 


Y., erster canonischer Bestandtheil ist. 


Denn sei y=0 eine Differentialgleichung mit normalem Differential- 
ausdruck % uter Ordnung, deren Integrale das System (17.) zu Null machen. 
v sei Ater Ordnung. Die Differentialgleichung (A+ w)ter Ordnung 


(18.) vya)=Yn Yu 8) = 0 
hat mit f=0 u Integrale gemeinsam. (Yı, ..., 9, seien A linearunabhängige 
Integrale von yv=0 und y.,..4 Yu Yu +. Y,„ seien A+u linearunabhängige 
Integrale von (18.). Dann ist Y, (a=1,..., u) gleich e„yı+*-+c„yı +Z., wo 
ce Constanten sind, Z, eine homogene lineare Verbindung mit constanten Coeffi- 
cienten der Integrale von f=0. Also sind die w-linearunabhängigen 
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Functionen Z, (a=1---u) beiden Differentialgleichungen gemeinsam). Daher 
ist f darstellbar durch das System homogener linearer Differentialausdrücke 
mit rationalen Coeffieienten und dem Üoeffieienten der höchsten Ableitung 
gleich 1 (Abhandlung Bd. 96 No. 7 ID): 


(19.) Ay,e) =y,  gWs®), 

wo X=0 zu Integralen die den Differentialgleichungen (18.) und f=0 
gemeinsamen u Integrale hat. In Differentialgleichung (18.) sind also die 
Integrale von X= 0 und w= Ö vereinigt. Day normaler Differentialausdruck 
ist, so ist auch X normal mit dem determinirenden Factor aus z (Abhand- 
lung Bd. 96 No. 8 IIC). Es müssen also die Integrale von X=0 den 
ersten eanonischen Bestandtheil von f, den Ausdruck 9,, gleich Null 
machen, daher müssen gemäss (12”.) die Integrale von y = 0 die Differential- 
gleichung y%.,=0 erfüllen. Daraus folgt, dass in dem Differentialausdrucke 
(17.) $,, erster eanonischer Bestandtheil ist. 

Dasselbe Verfahren wird nun weiter auf das System (15.) angewandt 
und in gleicher Weise der erste canonische Bestandtheil in Z(s, x) be- 
stimmt. Es ergiebt sich schliesslich, dass die canonische Form des Differential- 
ausdruckes (17.) canonische Bestandtheile (und zwar normale) in der An- 
zahl a enthält, so viele wie f(y, ©). 

B. Es ist ferner der Differentialausdruck (12.) erster canonischer Be- 
standtheil in der canonischen Form des Differentialausdruckes (16.). Dieser 
Differentialausdruck (16.) gehört der Differentialgleichung an, welche die 
Integrale von f=0 und Y=0 vereinigt enthält und ist daher durch jedes 
der beiden Systeme darstellbar 

(20*.) fy 2) = Yı. (Yy,): 

(20'.) v2) = FW, 
wo 5 normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden Factor aus w, 
f' durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, welches 
einem System für f ähnlich ist (Abhandlung Bd. 96 No. 8 IIC). Nun sei 
= eine Differentialgleichung mit normalem Differentialausdrucke 7, deren 
Integrale den Differentialausdruck (20.) gleich Null machen. Es ergiebt 
sich dann nach dem Verfahren in Abhandlung Bd. 96 No. 8 II Bb., dass 
der determinirende Factor in z mit einem der determinirenden Factoren in 
f oder w übereinstimmt, und wenn derselbe in f sich findet, die Integrale 
von %=0 gemäss (20°) f=0 erfüllen, wenn derselbe in w vorkommt, 
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diese Integrale gemäss (20°) v=0 genügen. Wenn dieselben f=0 er- 
füllen, so müssen sie den ersten eanonischen Bestandtheil von f, den 
Differentialausdruck 9.) zu Null machen. Also in beiden Fällen machen 
die Integrale von z=0 den Differentialausdruck (12.) gleich Null. Daraus 
folgt, dass der Differentialausdruck (12.) erster canonischer Bestandtheil 
in der eanonischen Form des Differentialausdruckes (16.) ist. Da nun der 
Differentialausdruck L(s,x) in (16.) noch a—1 canonische Bestandtheile 
enthält (wie in A gezeigt ist), so hat die canonische Form des Differential- 
ausdruckes (16.) canonische Bestandtheile (und zwar normale) in der Anzahl a, 
so viele wie f(y, x). 
C. Nunmehr wird der Differentialausdruck behandelt, der durch das 

System 

(21.) fy; X) — Yı o(Yı, ) 
sereben ist, wo f(y, x) der Ausdruck (11.), &(y, x) ein normaler Differential- 
ausdruck mit einem determinirenden Factor, der verschieden von denen in 
dem Systeme f ist. 

z=0 sei eine Differentialgleichung mit normalem Difterentialaus- 

drucke y, deren Integrale den Differentialausdruck (21.) gleich Null machen. 
Nach dem Verfahren in Abhandlung Bd. 96 No. 8 II Bb ergiebt sich, dass 
der determinirende Factor in x mit einem der determinirenden Faetoren in 
f oder » übereinstimmt, und wenn derselbe in f vorkommt, dass die Inte- 
srale von „=0 die Difterentialgleichung f=0 erfüllen, daher den ersten 
canonischen Bestandtheil in f, den Ausdruck %,, zu Null machen. In dem 
Falle, wo der determinirende Faetor in z mit dem in & übereinstimmt, sei 
die Difterentialgleichung 4 = dieser Art von höchster Ordnung genommen und 
diese durch = 0 bezeichnet. Die Integrale von f=0 und v=O sind 
linearunabhängig (Abhandlung Bd. 96 No. 8 II D) und werden vereinigt in 
einer Differentialgleichung mit dem Differentialausdrucke 

(22.) f(y®) = Yu Syn ®), 
wo S(y,, x) normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden Factor 
aus w. Dann ist w(y, x) darstellbar durch das System 

(23. S(ys®) = Ya o(Yı, €), 
wo © normal mit dem determinirenden Factor aus » (Abhandlung Bd. 96 


No.8 D), w' auch nullter Ordnung sein kann. In dem Falle, wo der 
determinirende Factor von z in dem System f vorkommt, wird $=y,, 


1} 
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o=mw gesetzt. Dann wird in beiden Fällen der Ausdruck (21.) durch 
das System 
(24.) fywsz)=y, Sy2)=y, Wly,®) 


gegeben. Die Integrale von =0 machen den Ausdruck (22.) gleich 
Null. Daher ist der erste eanonische Bestandtheil des Ausdruckes (24. 
derjenige von (22.). Der Ausdruck (22.) hat gemäss (B.) 


) so viele eanonische 
Bestandtheile wie f. Also auf den ersten eanonischen Bestandtheil in (22.) 
folgen noch a—1. Das System der letzteren sei durch ZL(s, x) bezeichnet, 
wo L(s, x) gemäss (B.) aus (15.) hervorgeht, bezüglich, wenn in (22.) $ = y,. 
aus (14). Die determinirenden Faetoren in Z(s,x) kommen unter denen 
in f vor. In dem Systeme 
(25.) Bi, 8, wo ($,, x) 

ist also der determinirende Factor in ©" verschieden von denen in L(s, x), 
oder & ist nullter Ordnung. Nun ist dieses System in derselben Weise 
zu behandeln. Hieraus ergiebt sich, dass die canonische Form des Differential- 
ausdruckes (21.) canonische Bestandtheile (und zwar normale) in der Anzahl 
a oder a+1l enthält, wo a die Anzahl der canonischen Bestandtheile von 
f(y, ©) est. 

Dieser Satz wird nun auf das System in I suecessive angewandt; 


so ergiebt sich die am Schlusse von I gemachte Behauptung. 


4, 


Integration der Connexdifferentialgleichung aus No. 1. 

Es sei z2=a ein im Endlichen liegender singulärer Punkt der vor- 
gelegten Differentialgleichung No. 1 (1.) F,(y,u,e,w,x2)=0. Aus der in 
No. 1 über die Connexdifferentialgleichung 2,(y, 2) = (0 gemachten Vor- 
aussetzung ergiebt sich für ?,(y, x) die Darstellung durch ein System bei 
dem Punkte = a normaler Differentialausdrücke (Abh. Bd. 96 No. 9, No. 13). 


Bei dem Punkte z=©o wird die Substitution r = an »wandt. 


& 
Die Integrale der aus F,=0 hervorgehenden Difterentialgleichung (Abh. 
Bd. 115 No. 3 IV) erfüllen die durch diese Substitution aus ?,=0 ent- 
stehende Differentialgleichung und in letzterer ist ein System bei dem 
Punkte 2=0 normaler Differentialausdrücke gleich Null gesetz. Man 
kommt damit auf den Fall eines Punktes im Endlichen zurück (Abh. 
Bd. 96 No. 13 IV). 
I% 


.. 
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Nun wird bei dem singulären Punkte e=a gemäss Abh. Bd. 115 
No. 3 bei einem Complex von R zusammenhängenden Combinationen der 
Zweige von a,v,w die Substitution e—-a={” angewandt, wodurch 


J dt — m 
(1.) F,, (9; u, v, w, €) FR =) G,, (Y, u, v, w, C) 


entsteht. Die Coeffieienten in @, sind bei &{=0 abgesehen von diesem 
Punkte einwerthige und stetige analytische Funetionen, die für {=0 in 
endlicher Ordnung unendlich werden, der Coefficient der höchsten Ableitung 
gleich 1. Die Integrale von @,„=0 sind zu ermitteln. 


Aus der Darstellung des Differentialausdruckes ?,(y, x) der CGonnex- 
differentialgleichung durch ein System bei e=a normaler Differentialaus- 
drücke ergeben sich gemäss Abh. Bd. 96 No. 13 die Ausdrücke der N Inte- 
srale von 2D,(y, x) = 0 unter der Form von Systemen normaler Elementar- 
integrale 


7 ei Be 
(2.) u fax; uf fur;u,de, (el, ) 


wo eine solche Grösse « 





ein normales Elementarintegral — die Form hat 
(3.) ea)’, (1+ 8 c,(0-a)'), 
1 


© gleich Null oder von der Form 3 c_,(z—-a)”*, e” heisst der determinirende 
1 

Factor in dem normalen Elementarintegral. Aus den N Integralausdrücken 
(2.) folgt für den Differentialausdruck ?,(y, ©) selbst die Darstellung durch 
ein System normaler Elementardifferentialausdrücke (Abh. Bd. 96 No. 3) 

f FE ’ e) 

(4.) 949, €) = Yı, I9Yı, 2) = Ya" Im (Ys-1 7), 
wo 

pe dy dlogu, 

(d. 2) = 4-1 

\ ) Im(Y; ) dx dx Y 


ist. Ein soleher Ausdruck g(y, x) ist demnach unter der Form 


‚pP w | de“ y —w 
(6.) e Erz ur pe Yy 


: ” L + 
darstellbar, wo ® gleich Null oder von der Form 8 c_, (2 -a)”", 7 DV 
1 


bei e=a den charakteristischen Index gleich Null hat. Der Ausdruck (6.) 
ist ein normaler Elementardifferentialausdruck genannt worden. 


Y 


RER 
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co I 


In 2,@y,=)=0 No. 1 (2.) wird jetzt die Substitution 2-a={ 
eingeführt. Hierdurch ergiebt sich 


“ a dz\ N en a. 
(7.) Pr y,T) = ( dE) I (9; =) 


wo #7,(y,&) ein homogener linearer Differentialausdruck mit rationalen 
Funetionen von Z als Coeffieienten und dem Üoeffieienten der höchsten Ab- 
leitung gleich 1. Der Differentialgleichung 7,(y,) =0 genügen alsdann 
die Integrale von @,=0. 

Aus den Ausdrücken (2.) der N Integrale von 2,(y, 2) =) ergeben 


sich durch die Substitution 2—a = {* die N Integrale von F,y,d) =: 
(8.) u fe 4:7 ur u, f* Sau oh s.d6 aa... 

Wird nun 
(9,) u.) ih: in 


gesetzt, so gehen die Ausdrücke (8) über in die Systeme normaler 
Elementarintegrale 


10)  M/acm;'m,/--/M2,Md (a=1,...N). 
Daraus folgt, wenn 
Fi d y dloerM. 
(11.) Y)\Y, >) = d£ TE % dE -Y 


gesetzt wird, dass der Differentialausdruck 7,(y,Z) durch das System nor- 
maler Elementardifferentialausdrücke 


(12.) Y\Y, =») = 41 7oYı> 5) = Yn +++ YınlYa-1 * 
dargestellt wird. 


ot 
° 


Systeme normaler Elementardifferentialaus 
Die Sätze, die in Abh. Bd. 96 No.8 von Systemen normaler Differential- 
ausdrücke nachgewiesen und in Abh. Bd. 96 No. 9 auf Systeme bei einem 
Punkte normaler Differentialausdrücke übertragen worden sind (bei den ge- 
nannten Differentialausdrücken sind also die Coefficienten rational), lassen 
sich mit wesentlich demselben Beweisverfahren auf Svsteme normaler 
Elementardifferentialausdrücke ausdehnen. 








14 Thome, über lineare Differentialgleichungen mit mehrwerthigen algebr. Coefficienten. 


I. Es heisst also ein Differentialausdruck ein normaler Elementar- 
differentialausdruck, wenn derselbe die Form hat 


[de y \ 
j 


lde 


-— ww 


(1.) e” 


\ 


pe y 


I 


wo w gleich Null oder von der Form Fc_,(2—-a)”"* ist, p bei z=a, ab- 
l 


gesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig und für e = a höchstens in 
lter Ordnung unendlich ist. e” ist der determinirende Factor, r—/p(x-a)},_,.= 0 
die Exponentengleichung bei dem normalen Elementardifferentialausdruck. 
Jeder homogene lineare Differentialausdruck erster Ordnung, dessen Üoeffi- 
cient bei 2=a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig und 
für 2= a nur in endlicher Ordnung unendlich wird, kann auf die Form (1.) 
sebracht werden und nur auf eine Weise. Ein Differentialausdruck der Form 


(2.) IHR) = Y,  IaYnT)=Yn 4 Io, ®), 
worin die g normale Elementardifferentialausdrücke sind, heisst ein System 
solcher Ausdrücke 9.,(k = 1,...,/), deren Anzahl = 1 ist, sind die Bestand- 
theile des Systems. 

Zwei normale Elementardifferentialausdrücke heissen ähnlich, wenn die 
determinirenden Factoren übereinstimmen und die Wurzel der Exponenten- 
sleichung des einen Ausdruckes sich von derjenigen des anderen höchstens 
um eine ganze Zahl unterscheidet. Zwei Systeme normaler Elementar- 
differentialausdrücke heissen ähnlich, wenn sie gleich viele Bestandtheile 
enthalten und die Bestandtheile von derselben Stelle in beiden ähnlich sind 
Abh. Bd. 96 No. 5, II). 


II. Die folgenden beiden Sätze entsprechen solehen, die in Abh. Bd. 96 
zweite Abtheilung bei rationalen Uoeffieienten der Differentialgleichungen 
yegeben sind, und dienen zum Beweise der allgemeineren Sätze, die denen 


> 


in Abh. Bd. 96 No. 8 bei rationalen Coefficienten analog sind. 

w(y, x) sei ein homogener linearer Differentialausdruck, dessen Coeffi- 
cienten bei e=a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthige und stetige 
analytische Funetionen sind, die für e=«a nur in endlicher Ordnung un- 
endlich werden, der Coeffieient der höchsten Ableitung gleich 1. w(y, x) 
sei unzerlegbar, d. h. nicht durch ein System 


(3.) v2) = Yı Y,(Yı, €) 





1 


n 
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darstellbar, worin w, und w, homogene lineare Differentialausdrücke höherer 
als nullter Ordnung sind mit Coefficienten derselben, vorhin beschriebenen Art 
wie in w (vgl. Abh. Bd. 96 No. 7, III). 

A) y(y,x) sei ein normaler Elementardifferentialausdruck. w(y, x 
sei ein (vorhin definirter) unzerlegbarer Differentialausdruck höherer als 
erster Ordnung. Das Integral von = 0 kann nicht w=0 erfüllen, weil 
sonst » zerlegbar wäre (Abh. Bd. 96 No. 7, ID. Die Integrale von = U 
und #=(0) werden in einer Differentialgleichung vereinigt nach Abh. Bd. 96. 


No. 7 I, deren Differentialausdruck erhält die Form 
(4.) y(y,z) = s, vw (s, 2). 


Hier ist w ein homogener linearer Differentialausdruck von der Ordnung 
von w mit Coeffieienten der Art wie in w und ein unzerlegbarer Differential- 
ausdruck. Der Beweis dieses Satzes ist derselbe wie bei rationalen Üoveffi- 


— 
d 


cienten und letzterer in Abh. Bd. 96 No. 7, III angegeben. 

B) y(y,x) sei ein normaler Elementardifferentialausdruck. w{y, r 
sei ein Differentialausdruck wie in A) oder auch ein normaler Elementar- 
differentialausdruck, der von g(y, x) verschieden ist. Die Integrale von g = 0 
und v = 0 werden in einer Differentialgleichung vereinigt; deren Differential- 
ausdruck erhält die Form 


5.) vya)=, ya) 


Hier ist p(s, x) ähnlich y(y, x), wie sich durch Einsetzen des Integrales 
von g(y,z)=0 in w(y,x) ergiebt. Dieser Satz entspricht den Sätzen Abh. 
Bd. 96 No. 8 II A. 

III. Vermittelst der beiden Sätze in II kann man nun durch dasselbe 
Beweisverfahren, welches in Abh. Bd. 96 No. 8 auf Systeme normaleı 
Differentialausdrücke angewandt worden ist, diejenigen Sätze, welche dort 
in Bezug auf jene Systeme erlangt sind, auf Systeme normaler Elementar- 
differentialausdrücke übertragen. 

Hier werden für die nachstehenden Anwendungen speciell folgende 
Sätze angegeben: 


Der homogene lineare Differentialausdruck mter Ordnung F_iy, x 
enthalte Coefficienten, die bei x = a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthige 
und stetige analytische Funetionen sind, welche für e=a in endlicher 
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Ordnung unendlich werden, der Coeffieient der höchsten Ableitung gleich 1. 
F,,(y, x) sei durch das System 

(6.) P,(y,a) = s, F,„_x(8, €) 
dargestellt, wo 2, ein Differentialausdruck Nter Ordnung, der durch das 
System normaler Elementardifferentialausdrücke (2.) (= N) gegeben ist, 
F,,_„ entweder nullter Ordnung ist, oder F,_y=0 kein normales Elementar- 
integral (vgl. No. 4 (3.)) enthält. 

A) Sind in F,(y. x) =0 die Integrale von ?=0 enthalten, wo 7 
durch ein System normaler Elementardifferentialausdrücke darstellbar ist, so 
hat der Differentialausdruck 2, auch eine Darstellung durch ein solches 
System normaler Elementardifferentialausdrücke, an dessen Spitze 7 steht 
und auf 7 folgt ein System, welches ähnlich ist dem Systeme (2.), nach- 
dem aus letzterem gewisse Bestandtheile herausgenommen worden, die mit 
den Bestandtheilen in 7 so gepaart sind, dass in einem Paare ähnliche 
Elementardifferentialausdrücke stehen. (Entspricht Abh. Bd. 96 No.8 II Bb.) 

B) Enthält 2,(y, x) = 0 die Integrale von v= 0, wo w ein (in II defi- 
nirter) unzerlegbarer Differentialausdruck ist, so muss w ein normaler 
Elementardifferentialausdruck sein. Sind in ?,(y,x)=0 die Integrale von 
v=(0) enthalten, wo w durch das System 


(7.) fu (y:%) = Yı, [»3(ı; Ey. fi (Ye-15 T) (e=1) 


dargestellt wird, in welchem die Bestandtheile f., bis f., unzerlegbare 
Differentialausdrücke sind, so müssen dieselben normale Elementardifferential- 
ausdrücke sein. (Entspricht Abh. Bd. 96 No.8 II Be.) 


IV. Jeder homogene lineare Differentialausdruck w(y, x), dessen 
Coeffieienten bei e=a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthige und 
stetige analytische Functionen sind, welche für e=a nur in endlicher 
Ordnung unendlich werden, mit dem Üoeffieienten der höchsten Ableitung 
gleich 1, ist entweder unzerlegbar, oder mittelst successiver Anwendung 
von (3.) durch ein System unzerlegbarer Differentialausdrücke auszudrücken. 
Erfüllen die Integrale von w(y, 2) = die Differentialgleichung Dy(y, x) = 0, 
wo D, durch ein System normaler Elementardifferentialausdrücke darstellbar 
ist, so ist (gemäss III B) auch w(y, ©) durch ein System normaler Elementar- 
differentialausdrücke darstellbar. 


Dieser Satz ist es, auf dem das Folgende beruht. 








\w 


UI VG 
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6. 
Ermittelung der Integrale der homogenen linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebraischen 
Coefticienten. 

I. Der am Schlusse der vorigen Nummer angegebene Satz über 
Systeme normaler Elementardifferentialausdrücke wird nun in Verbindung 
gebracht mit der Beziehung der in No. 4 angegebenen Differentialgleichung 
Y,(y,D)=0, wo P,(y,{) durch das System normaler Elementardifferential- 
ausdrücke No.4 (12.) gegeben ist, zu der Differentialgleichung @, (y,u,e,w,)=, 
wo G,(y,u,v, w,{) aus No. 4 (1.) hervorgeht. Die Üoefffeienten von 
@,(y, u, v,w,{C) werden, nachdem für «, vo, w die Entwiekelungen nach 
Potenzen von Z eingesetzt sind (Abh. Bd. 115 No. 2), bei {= 0, abgesehen 
von diesem Punkte, einwerthige und stetige analytische Funetionen von Z, 
die für &=0 in endlicher Ordnung unendlich werden, der Coefficient der 
höchsten Ableitung gleich 1; dieser Differentialausdruck wird jetzt durch 
T'„(y,©) bezeichnet. Die Integrale von 7',y,)=0 erfüllen 7,y,D=V0. 
Aus No.5 IV folgt daher: 

Der Differentialausdruck T',(y.) ist durch ein System normaler Elementar- 
differentialausdrücke darstellbar. 

In Bezug auf eine Darstellung des Differentialausdruckes 7), (y, &) 
durch ein System normaler Elementardifferentialausdrücke gilt nun Folgendes: 

Man kann direet aus dem Differentialausdrucke 7’, (y.{) die deter- 
minirenden Factoren in den normalen Elementardifferentialausdrücken des 
Systems, sodann die Wurzel der zu jedem determinirenden Factor ge- 
hörenden Exponentengleichung, abgesehen von einer zu addirenden ganzen 
Zahl, bestimmen. 

Setzt man in ein System normaler Elementardifferentialausdrücke, 
wie No. 5 (2), welches den Differentialausdruck @ (y, x) darstellen soll, 
y=e”y ein, so ergiebt sich e”” @ (e” y',x) dargestellt durch das System 


(1) egnle'y,r)=Y, Ego (ey EC) = Yan... eg (EYyı-T). 
Dieses werde auf das System für 7‘, (y.{) angewandt, so ergiebt sich nach 
Abh. Bd. 96 No. 3 III (12.): 

Die determinirenden Factoren in den normalen Elementardifferential- 
ausdrücken des Systems für 7', (y,{) sind die fundamentalen determinirenden 
Factoren von T),,(y,ö) bei ö© = 0. Die zu einem und demselben deter- 
minirenden Factor in den normalen Elementardifferentialausdrücken des 
Systems für 7', (y,&) gehörenden Exponentengleiehungen haben Wurzeln, 


Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 1. 3 











15 Thome, über lineare Differentialgleichungen mit mehrwerthigen algebr. Coefficienten. 


welche, abgesehen von zu addirenden ganzen Zahlen, zusammenfallen 
mit den Wurzeln der zu dem fundamentalen determinirenden Factor ge- 
hörenden Exponentengleichung. Diese fundamentalen determinirenden Factoren 
von 7',(y,Ö) bei © = 0 werden nach den Angaben in Abh. Bd. 96 No. 4 
(vergl. Abh. Bd. 117 No. 2) bestimmt. _ Die zugehörigen Exponenten- 
gleichungen werden aufgestellt und deren Wurzeln ermittelt. 

Ein System normaler Elementardifferentialausdrücke, welches den 


Differentialausdruck 7', (y, &) darstellt, sei 


rG \ N f So\ en # S\ u / Ya 
(2.) Za) Y. >») = Yu 7a) Yu») = Yu +++ Zum (Ym-ıS) 
wo 
ds m dy dlogo, 
(3.) > (y.C en ——f (a=1...m) 
X) Y 5) d£ d£ Y 
und o, von der Form ist 
\ = % co 
(4.) e" GC. 6, (1 +... L.), 
w gleich Null oder von der Form Fe_,{“. Die Integrale von 7’, (y.&) = 0 
l 
sind s 
(6.) o,/d£o7'o, /--- [ 07,0,d{ (a=1...m) 


und werden in der Weise genommen, dass bei den successiven Integrationen 
in (D.) das constante Glied in der jedesmaligen Entwickelung annullirt 
werden soll. 

Nun ist zwar die Reihenfolge der normalen Elementardifferential- 
ausdrücke in (2.) unbekannt. Aber welches auch diese Reihenfolge sein 
möge, nach dem Vorgehenden sind in den Entwickelungen der Integrale (5.) 
die Exrponenten (zu welchen beliebige ganze Zahlen addirt werden können) 
bekannt. Diese Exponenten sind nämlich (abgesehen von zu addirenden ganzen 
Zahlen) die Wurzeln der Exponentengleichungen, welche zu den fundamentalen 
determinirenden Factoren von I',(y,Z) bei {= gehören. 

Die Integrale (5.) von 7), (y,)=0 genügen andererseits der Differential- 
sleichung #,(y,) = 0. Die Integrale von 7, (y,{) = 0 gehen durch die 


Substitution 2—a = [? 


aus den Integralen der Connexdifferentialgleichung 
P,(y,=)=0 hervor. Letztere Integrale brauchen nicht gerade durch die 
Ausdrücke No. 4 (2.) aufgestellt zu sein, sondern können unter Berück- 
sichtigung der eanonischen Form von P,(y, x) z. B. auch durch die in 


Abh. Bd. 96 No. 21 gegebenen Systeme normaler Elementarintegrale aus- 





2 
& 
u 
# 
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gedrückt sein. Immer wird jedes Integral von P,(y,.2)=0 durch ein 
System normaler Elementarintegrale 
) - 


(6.) u, (dzur'u f\ (us, u.de 


aufgestellt, wo bei den Integrationen das constante Glied in der jedesmaligen 
Entwickelung annullirt wird. Durch Substitution von 2—-a={[" geht hier- 
aus gemäss No. 4 (Y.) der Ausdruck 


(7.) M, / dtm; N, /--- / MZ,M,at 


hervor, wo auch bei den successiven Integrationen in der jedesmaligen Ent- 
wickelung das constante Glied annullirt werden muss, da die Substitution 
z—a={” in der Entwickelung des entsprechenden Integrales aus (6.) kein 
constantes Grlied liefert. 
Im Folgenden werde ein Exponent go, zu welchem irgend eine ganze 
Zahl addirt sein kann, ein Grappenexponent g genannt; die Entwickelung 
eines Integrales wie (5.) oder (7.), in welcher die Exponenten der Potenzen 
von 5 sich von einem Exponenten o nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
(vgl. Abh. Bd. 96 No. 22). 


Von der Differentialeleichune /' (y.D) = 0 sind also nun in den 
> o \Y 2, 


- 


heisse ein Integral mit dem Gruppenexponenten 


Integralen bei £ = 0 die Gruppenexponenten bekannt. Diese Integrale ge- 
nügen der Differentialgleichung 7, (y,{) = 0, deren Integrale bekannt sind. 
Ein Integral von /',(y, S) = 0 mit dem Gruppenexponenten 9 wird linear 
und homogen mit constanten Coefficienten durch die Integrale von F,(y. I) = V 
bei &= 0 mit demselben Gruppenexponenten ausgedrückt. (Abh. Bd. 74 
No. 1 (5.)). Wie diese constanten Coefficienten zu ermitteln sind, wird in 
Il, III und IV gezeigt und ein besonderer Fall in V behandelt. 

In der Entwickelung eines Integrals von Z,y,O)=0 bei = 0 
mit einem Gruppenexponenten oe (ohne oder mit Logarithmen) werde 

1 


\R 


= (2 -—-a)* gesetzt, so zerfällt diese Entwickelung, indem 0 = 9, +g ge- 
nommen wird, wo 9, ein einzelner Werth von o, g eine beliebige ganze 
Zahl ist, in die linearunabhängigen Entwickelungen mit den verschiedenen 


0 1 0, R—1 . > ° ° 
Gruppenexponenten di t ; die eine oder die andere dieser 


er 
Entwickelungen kann auch identisch verschwinden. Die hieraus hervor- 
gehenden Entwickelungen sind bei einem Zweige von (2e—-a)” eben so viele 


linearunabhängige Integrale der Connexdifferentialgleichung (Abh. Bd. 74 
2% 
OÖ 
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No. 1(5.)). Wird in denselben wieder &—-a =” gesetzt, so ergeben sich 
hieraus ebensoviele linearunabhängige Integrale mit dem Gruppenexpo- 
nenten e der Differentialgleichung 7,(y, I) =. 

Il. Der Gruppenexponent o eines: Integrales von 7',(y,{) = 0 bei {= 0 
soll nur in einem Integrale von 7',(y,£) = 0 bei = 0 vorkommen — ein- 
facher Gruppenexponent. Dieses ist bei den homogenen linearen Differential- 
gleichungen mit in der Umgebung eines singulären Punktes, abgesehen von 
diesem Punkte, einwerthigen und stetigen Üoeffiecienten der gewöhnliche 
Fall. (In dem Beispiele in No. 3 I findet dieses in folgendem Falle bei 
jedem Gruppenexponenten in Z',(y,&) = 0 statt. In den in No. 3 (9.) vor- 
kommenden regulären Ausdrücken AP (y, u,v,w,x), (k=1,..., e) sollen, 
nachdem z—a={” gesetzt ist, die Wurzeln der Exponentengleichungen bei 
»=1,...,e sich nieht um ganze Zahlen unterscheiden, und in einem Systeme 
normaler Differentialausdrücke für f, No. 3 (1.) sollen die in den normalen 
Bestandtheilen vorkommenden regulären Differentialausdrücke bei e=a 
Exponentengleichungen haben, deren Wurzeln mit R multiplieirt, sich unter 
einander und von den vorhin genannten Wurzeln nicht um ganze Zahlen 
unterscheiden. Zu dem Beweise wird in den Ausdruck in No. 3 (1) 2—a = {* 
eingeführt, dabei um in g,(y,u,v,w,x)=0 Z einzuführen, in den h*’(y,u,v,w,x) 
=) (k=l,... e 2z—a={” eingesetzt und unter Bezugnahme auf das in 
in No. 5 III Gesagte der Satz, der Abh. Bd. 96 No. 8 Il Ca entspricht, an- 
gewandt; auf diese Weise wird der Ausdruck in No. 3 (1.) für —-a = {” 
durch ein System normaler Elementardifferentialausdrücke dargestellt.) 

A. Das eine Integral von 7, (y,)=0 bei {=0 mit dem Gruppen- 
exponenten o sei durch Y bezeichnet. Dieses Integral Y ist nun linear und 
homogen mit constanten Coeffiecienten durch die Integrale der Differential- 
gleichung 7,y.d)=0 mit dem Gruppenexponenten ge ausdrückbar, die- 
selben gehen aus Ausdrücken (7.) hervor. Diese Integrale seien y,, Y; bis y;, 


wo >1. Es ist daher 


(8.) Y= kyıtlay ++ -th,y,, 
wo wenigstens einer der constanten Coefficienten von Null verschieden 


ist, und wenn das zugehörige y durch y, bezeichnet wird, ——=(, und für 
} 


k, 
k 


wieder Y gesetzt wird, so besteht 


9.) Y=yı+ Oyıt +0, 





1 
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als Integral von /',(y,)= 0 mit dem Gruppenexponenten 9. Bei >>] 


% 


müssen nun die Constanten ©, bis ©, die Bedingung erfüllen, dass der Aus- 
druck (9.) der Differentialgleichung /',(y,S)= 0 genügt. Es muss also die 
Gleichung 

(10.) T,y,)+CT,y. D+--+6GT,.y,D) = 0 


7 ’ - M\ n - 


bestehen. Eine Gleichung 


ns 


; (11.) 1 (Y:; +2 1',(y S +..+71,(Y: > = UV) 


mit Constanten z, die nicht alle verschwinden, besteht nicht, weil sonst 
noch ein von dem vorhergehenden linearunabhängiges Integral von 7, (y, )=0 
mit dem (sruppenexponenten 9 

(12.) pr hyste + zig 
vorhanden wäre. Die A—1 Funetionen 

(13.) TYP lyar Si 
sind also linearunabhängige Functionen von Z. Daher ist die Determinante 
dieser 4— 1 Funetionen und ihrer 4— 2 ersten Ableitungen (Differential- 
determinante) nicht identisch Null (vgl. Abh. Bd. 96 No. 14). Und um- 
gekehrt, wenn die Differentialdeterminante der Funetionen (13.) nicht 
identisch verschwindet, daher eine Gleichung (11.) mit constanten Üoefüi- 
cienten #7, die nieht alle verschwinden, nicht besteht, so ist ein Integral (12. 
von 7',(y,Z) = 0 nicht vorhanden. Da nun überhaupt ein Integral von 
T„=0 mit dem Gruppenexponenten o existirt, so muss es ein Integral (9.) 
geben und die Gleichung (10.) bestehen. 

Die Gleichung (10.) wird nun (—2)-mal differentürt, so ergiebt sich 

im Ganzen ein System von A—1 linearen Gleichungen mit nicht identisch ver- 
schwindender Determinante zur Bestimmung der »—1 Constanten C, bis C.,, 


Es wird also die Matrix 


y / e . f ce Pr / Lex 
I (45) I (2, 5 wir k; HYn > 
dT',„(y,.£) al „(y,; &) dT',„(yi,&) 
d£ d£ dZ 
\ ® ’ ” 
(14) | | 
FT ID 4 9 er .(yid 
da-: dag: di; 


aufgestellt, dann muss wenigstens eine durch Wegstreichen einer Vertieal- 
zeile hervorgehende Determinante nicht identisch verschwinden, und zwar 
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jede, die durch Wegstreichen einer solchen Verticalzeile entsteht, in welcher 
das y, einen von Null verschiedenen Coeffieienten in (8.) hat. 

B. In folgendem Falle kann keine der (4—1)-zeiligen Determinanten aus 
der Matrix (14.) identisch verschwinden. 

Das Integral Y von 7',@,&) = (0 mit dem Gruppenexponenten © zer- 

1 

fällt. wie oben (Schluss von I) bemerkt, wenn = (r—-a)” und o=0,+g 
gesetzt wird, wo o, ein einzelner Werth von o, g eine ganze Zahl ist, in 
die Summe der von 2e—a abhängenden Ausdrücke mit den verschiedenen 
(sruppenexponenten 

15, 0; 0,—+1 $t 0, +R—1 

ie R' ee. ° R 
wobei einzelne dieser Ausdrücke auch identisch verschwinden können. 
Diese Ausdrücke sind ebensoviele linearunabhängige Integrale ohne Loga- 
vithmen der Connexdifferentialgleichung 2,(y, x) =0. Nun soll P,(y, x) = 0 
ausser diesen Integralen weiter keine Integrale mit Gruppenexponenten aus der 
fteihe (15.) enthalten. 

Es seien die sämmtlichen Integrale von Z,(y, 2) = 0 mit Gruppen- 
exponenten aus der Reihe (15.) aufgestellt; ein solches Integral kann sich 
von einem der vorhin genannten Integrale mit demselben Gruppenexponenten 
nur um einen constanten Factor unterscheiden. Wird z—-a={” gesetzt, 
so gehen diese Integrale von ?,(y, 2) = 0 in ebenso viele linearunabhängige 
Integrale von 7,(y, &) = 0 mit dem Gruppenexponenten e über. Da nun die 
(sruppenexponenten der Integrale von 2,(y, x) =, die nicht der Reihe (15.) 
angehören, nach Multiplication mit R nicht den Gruppenexponenten o@ er- 
veben, so kommen ausser jenen Integralen von #,(y,S) = 0 keine anderen 
mit dem Gruppenexponenten e vor. Daher gehen in den Ausdruck von Y (8.) 
alle aufgestellten Integrale von 7,(y,&) = 0 mit dem Gruppenexponenten g 
mit nicht verschwindenden constanten Factoren k ein, und es kann daher keine 
der (A—1)-zeiligen Determinanten aus der Matrix (14.) identisch verschwinden. 

Der Gruppenexponent go sollte nur in einem Integrale von /, = 
vorkommen — einfacher Gruppenexponent. Daher liefern die anderen 


(Gruppenexponenten von /„=0, mögen sie einfach oder mehrfach vor- 
1 


kommen, wenn 5=(z-—-a)” gesetzt wird, Reihen von Gruppenexponenten 
wie (15.), die von den Werthen (15.) verschieden sind. Es sei nun bei 
jedem anderen Complex zusammenhängender Combinationen der Zweige von 
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u,v,w bei z=a die /',= 0 entsprechende Differentialgleichung 7, =V ge- 


bildet und auf gleiche Weise, wie (15.) entsteht, seien bei jedem Complex 
die Reihen von Gruppenexponenten aufgestellt. Diese Gruppenexponenten 
sollen alle von den Gruppenexponenten (15.) verschieden sein. Dann ist die 
oben aufgestellte Bedingung erfüllt, dass die Connexdifferentialgleichung 
D,(y. 2)=0 keine anderen Integrale mit Gruppenerponenten aus der Reihe 


(15.) hat, als diejenigen, welche aus dem Integrale Y (8.) mit dem Gruppen- 


1 
erponenten og nach Substitution von 2 = (e—a)" hervorgehen. 

C. Die Ausdrücke der Constanten € (10.) ergeben sich aus dem 
Systeme von —1 linearen Gleichungen, welches aus Gleichung (10.) und 
den durch (—2)-malige Differentiation derselben hervorgegangenen besteht. 
unter der Form des Quotienten zweier Determinanten. Eine solche Deter- 
minante hat den allgemeinen Ausdruck, wenn die 4—1 eingehenden y 
durch y, bis y;_, bezeichnet werden, 


= n dry. #- 7 1" S 2 
Pu 9 ie: Te n- I 
1 ’ ds” = . 1 do” 
16 ) n ZZ, 
\ ‚y . r a 
u R d"=sy dr Pin 
.. “ nd Er > 7 ; FOR 2. 
— 1,8 d£ r Ken A—1,8 d< 1 


wo die Grössen a vermittelst der Gleichungen für x, e, w sieh unter der Form 


H(£,u,v, w i ui 
(Le, 2, 1) ergeben, H und K ganze rationale Ausdrücke der angegebenen 


KO 
Variablen. Die Determinante (16.) ist gleich der Summe aller Produete 
a, RE We dr-ay dry, d"-oy 

” ds dc” , dl 
er. "ER VERKETEN I ’ 
(17. 
ey, Pr d U 
G;-1,a &,-1,3°' do d&r- d&r—# der- 


worin 0, 9,7, ...„, 0 jede Zusammenstellung von 4—1 verschiedenen Zeigern 
aus der Reihe 1,2, ...., » in arithmetischer Reihenfolge bedeutet. Die 


n H(Z,u,v,w 
egebene Form E(£ an. 
1 \“ 


Die Integrale y, der Differentialgleichung F,(y. = 0 sind durch Systeme 


Determinante der a nimmt die vorhin ang 
normaler Elementarintegrale (7.) gegeben, welche aus solchen Systemen 
(6.) für die Integrale der Connexdifferentialgleichung #,(y, x) = 0 her- 
geleitet waren. Letztere Integrale gehen aus gleich Null gesetzten Systemen 
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bei e=a normaler Differentialausdrücke hervor. Daher wird der Factor von 
C’ und einer Logarithmenpotenz in dem Integrale y, von #,(y, &) = 0 und jeder 
Ditferentialquotient dieses Factors nach dem Verfahren Abh. Bd. 96 No. 18 in 
einem Kreisringe um den Punkt {= 0 als Mittelpunkt in dem Bezirke dieses 
Punktes bei 7',y,)=0 und #,(y,&) = 0 mit vorgeschriebener Annäherung 


durch einen ganzen rationalen Ausdruck von & und &' 


mit Coeffieienten, 
die sich rational aus gegebenen Constanten zusammensetzen, bezüglich dessen 
Differentialquotienten ausgedrückt. Dadurch gelangt man in einem solchen 
Kreisringe zur Berechnung der Determinante (16.) mit vorgeschriebener 
Annäherung. Auf diese Weise ist eine der nicht identisch verschwindenden 
(4#—1)-reihigen Determinanten aus der Matrix (14.) zu ermitteln, bezüglich 
ein Punkt zu bestimmen, in welchem dieselbe von Null verschieden ist. 
Alsdann können in derselben Weise die Werthe der Constanten € (10.) mit 
vorgeschriebener Annäherung berechnet werden. 

In dem betrachteten Integral Y von 7',(y,)=0 mit einfachem 
(ruppenexponenten kommt (vgl. (5.)) kein Logarithmus vor. Daher sind 
nach geschehener Berechnung der Constanten ©, bis C, die in den Aus- 
drücken der Integrale y, bis y, (9) von 7,(y,&)=0 thatsächlich oder 
tormell enthaltenen logarithmischen Glieder aus dem Ausdruck (9.) weg- 
zulassen. 

Wenn alle Gruppenexponenten von 7',y,)=0 bei {=0 einfach 
sind, und wenn dasselbe in Bezug auf die 7,(y,&)=0 entsprechende 
Differentialgleichung 7',= 0 bei jedem anderen Complex bei e=a zu- 
sammenhängender Combinationen der Zweige von w,v,w stattfindet, so 
kommt wenn wieder x eingeführt wird, in keinem Integrale der Connex- 
differentialgleichung P,(y,z)=0 bei e=a ein Logarithmus vor. Alsdann 
sind auch die in den Ausdrücken der Integrale von 7,(y,&) = 0 formell ent- 
haltenen logarithmischen Glieder wegzustreichen. 

III. Der Gruppenexponent og eines Integrales von 7',(y,&)= 0 bei 
C=0 soll in mehreren linearunabhängigen Integralen von 7, (y,&)=0 bei 
©=( vorkommen — mehrfacher Gruppenexponent. go sei ein e-facher 
Gruppenexponent, &>1. Die Integrale von 7,(y, &) = 0 mit dem Gruppen- 
exponenten o seien (ohne besondere Reihenfolge) y,, y. bis y,. Die Integrale 
von Z',(y,&) = 0 mit dem Gruppenexponenten og werden linear und homogen 
mit eonstanten Üoefficienten durch y, bis y, ausgedrückt. Unter diesen 
Ausdrücken sei ein Integral von 7', = 0, welches y, mit nicht verschwindendem 
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Coefficienten enthält. Dann lassen sich neben diesem Integral noch 
e—1 andere Integrale von /' 


[22 


—=() mit dem Gruppenexponenten o herstellen, 
in deren Ausdrücken y, nicht vorkommt. Indem man so weiter verfährt. 
ergiebt sich, dass es & Integrale von //, = (0 mit dem Gruppenexponenten 
o giebt, deren Ausdrücke sind 


' (1) i Js 
yıt Car Yert +6, Yu 


+ Cain t+C,’Y 
(18.) 97 e+1Ye+H1 ı Yy 





HE ya + Op 
Es ist also die Gleichung 

(19.) ee S)+C! len ee IX(y„d u Ä 
erfüllt. Ein Integral 


zu.) %er1 Ver t Zer2Yerrt + ZıYı 


mit Constanten 2, die nicht alle verschwinden. besteht nicht. weil dieses 
von den Integralen (18.) linearunabhängig wäre. Also besteht auch eine 


-. 


Gleichung 
21.) 24a tel ya» + +51. yn6) = I 


in welcher die Constanten 2 nieht alle verschwinden. nieht. Die 3—: 


Funetionen 


22.) A lien bar nude 


7 


sind linearunabhängig, mithin verschwindet ihre Differentialdeterminante 
nicht identisch. Und umgekehrt, wenn letzteres der Fall ist, daher eine 
Gleiehung (21.) nicht besteht, so ist ein Integral (20.) von !’ y,D=0 
nicht vorbanden. Da nun e Integrale von 7',=0 mit dem Gruppen- 
exponenten 9 existiren, so muss es auch e solche Integrale der Form (18 


geben, es muss also die Gleiehung (19.) bestehen. 


Diese Gleichung wird (k—e—1)-mal differentürt; so erhält man im 
ganzen ein System von A—e linearen Gleichungen mit nicht identisch ver- 
schwindender Determinante zur Bestimmung der .—e Constanten ( 


a2 his C} 


und damit für a=1,...,e die & Integrale (1S. 
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23.) 








N 


Die Matrix 


| I", (9, C) # (Ya. C) a A (Yı; 6) | 
dT,.(y,, C) dT';,.(Y:; &) Fe dl „yi, C) | 
dt dc dd | 
d’-: I!" u(y,,&) d’ C) d’--!1T,.(y, Ö) | 
dpi Be u ah 


ergiebt demnach dadurch, dass & Verticalzeilen weggestrichen werden, 
wenigstens eine Determinante, die nicht identisch verschwindet, und zwar 
hat jede Determinante diese Eigenschaft, welche durch Wegstreichen von 
solchen & Verticalzeilen entsteht, in denen die bezüglichen y in einem 


Systeme von & Integralen von Z,, ==0 mit dem Gruppenexponenten og von 
der Form (18.) zu Anfang stehen. Die weitere Behandlung ist dann 
wie in 110. 


IV. 


In den normalen Elementardifferentialausdrücken des Systems 


(2.) für 7',@,&) sind determinirender Factor und zugehöriger Gruppen- 
exponent bekannt. Nach Satz No.5 IIIA kommen in einem Systeme 
normaler Elementardifferentialausdrücke für 7,(y,{) solche Bestandtheile 
vor, welche denen in dem Systeme für Z',(y,&) ähnlich sind. Wenn sich 
solche Elementardifferentialausdrücke nur unter den M ersten Bestandtheilen 
des Systems für 7,(y,&) finden, deren System durch S,(y, ©) bezeichnet 
werde, so ergiebt das Verfahren, welches zu dem Satze No. 5 IIIA führte, 


dass die Integrale von I',(y,ö) = 0 die Differentialgleichung S„(y, &) = 0 


erfüllen. 


Dann brauchen in II (14.) und III (23.) auch nur die Integrale 


aus S,=0 mit dem Gruppenexponenten og aufgenommen zu werden. 

V. Ein Gruppenexponent oe von Integralen der Differentialgleichung 
1,9, D)=0 bei {=0 soll zur in denjenigen normalen Elementarintegralen 
M, der Ausdrücke No. 4 (10.) der Integrale von 7,(y,)= 0 vorkommen, 
deren entsprechende Grössen u, No. 4 (2.) aus den Integralen der Differential- 
gleichung hervorgegangen sind, in welcher der erste canonische Bestand- 
theil von 2Z,(y,x) (No. 1 (4.)) gleich Null gesetzt is. In dem Falle IV 
tritt dabei S, = 0 an Stelle von 7, =. 

Die Integrale von Z',y,&) = 0 bei {= 0 mit dem Gruppenexponenten 
o erfüllen dann die Differentialgleichung F,,,(y, x) = 0, in welcher 2—a = 5? 
gesetzt ist, wo F,,,(y, x) der erste canonische Bestandtheil ist. Die Integrale 


von F.,(y, 2) =0 sind aber durch die Integrale der Hauptunterdifferential- 
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gleichungen von F,,=0 ausdrückbar. Daher sind die Integrale mit dem 
Gruppenexponenten o von 7',(y,&) = 0 bei {= 0 darstellbar durch homogene 
lineare Verbindungen mit constanten Üoefficienten von normalen Inte- 


R 


gralen der Hauptunterdifferentialgleichungen für -a={”. Ein normales 


Integral hat den Ausdruck e”y; w in dem determinirenden Factor e” ist 
gleich Null oder von der Form $e_,Ö ", y hat den Ausdruck eines regulären 
1 


Integrales (Abh. Bd. 115, S. 145). Wenn eine homogene lineare Verbin- 
dung solcher Funetionen mit dem (Gruppenexponenten o die Differential- 
gleichung 7',(y,)=0 erfüllt, so ist die Summe derjenigen Ausdrücke, 
welche denselben determinirenden Factor enthalten, für sieh Integral von 
T.y,&)=0, also ein normales Integral (l. e. S. 146). Falls der Gruppen- 
exponent o in & linearunabhängigen Integralen von 7',(@y, SD) = 0 vorkommt, 
müssen daher in den genannten & linearen Verbindungen & linearunabhängige 
normale Integrale von I',(y,Z) = (0 mit dem Gruppenexponenten o vorkommen. 

Nachdem unter der gemachten Voraussetzung bei einem e-fachen 
Gruppenexponenten von 7',(y, &) = 0 die Existenz dieser & linearunabhängigen 
normalen Integrale von 7',(y,&)=0 nachgewiesen ist, werden dieselben 
direct aus I',(y,S)=0 bestimmt. 

Ein normales Integral von 7',,=0 mit dem Gruppenexponenten 0 
hat zum determinirenden Factor einen fundamentalen determinirenden Factor 
von /'„=0, dessen Exponentengleichung unter ıhren Wurzeln den Gruppen- 
exponenten 9 (abgesehen von einer zu addirenden ganzen Zahl) enthält 
(vergl. I). Ein solcher fundamentaler determinirender Factor e” sei heraus- 
genommen. Die zugehörige Exponentengleichung von e" 7’ (e"y, I) = 0 
enthalte # Wurzeln, die sich von og nur um ganze Zahlen unterscheiden: 
so müssen unter jenen e normalen Integralen von /, = (0 mit dem Gruppen- 
exponenten oe 2 mit dem determinirenden Factor e” sein. (Es kann deren 
IR ; 


(e”y,ö)=0 nicht mehr als z reguläre Inte- 


m \ 


nicht mehr geben, weil e”” / 
grale mit dem Gruppenexponenten o enthalten kann, und daher auch nicht 
weniger, weil man sonst nicht die Anzahl &e normaler Integrale mit dem 
Gruppenexponenten ge erreicht. Wenn aber eine homogene lineare 
Differentialgleichung f(y, &) = 0 mit in der Umgebung von = 0, abgesehen 
von diesem Punkte, einwerthigen und stetigen Coeffieienten, die für = 0 
in endlicher Ordnung unendlich werden, und dem Coeffieienten der höchsten 
Ableitung gleich 1, so viele linearunabhängige reguläre Integrale mit 
4* 
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einem Gruppenexponenten e hat, als die Exponentengleichung Wurzeln be- 
sitzt, die sich von oe nur um ganze Zahlen unterscheiden, so lassen sich 
diese Integrale aus f(y,&) = 0 vollständig bestimmen. 

Die Gesammtanzahl dieser Wurzeln sei z. Ueber deren Reihenfolge 
wird zunächst nichts bestimmt, dieselben seien durch r, bis r, bezeichnet. 
Dann giebt es (vgl. Abh. Bd. 96, No. 1) z Integrale der Differential- 
sleichung f(y,&) = 0 der Form 


(24°,) ®;. v/v.dZ, u. v,fdlv. /--fo,.dL, 
fe. < BE re u < 
(24) =c0yG) =! 46) ern) 


wo die y von der Form «,(l1+!e,Ö') sind. Aus den Ausdrücken (24.) 
’ 1 


der z Integrale folgt, dass dieselben einer homogenen linearen Differential- 
gleichung z-ter Ordnung genügen, die bei &=0 den charakteristischen 
Index gleieh Null hat und deren Exponentengleichung wieder die Wurzeln 
r, bis r, besitzt (Abh. Bd. 75, No. 5 (2.) und 8. 274). Und nun folgt aus 
letzterer Difterentialgleichung, dass auch Integrale derselben unter der Form 
(24.) bestehen, wenn die 2 Wurzeln r, bis r, so geordnet sind, dass der 
reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner als der der folgenden ist, 
und dieselben in dieser Anordnung wieder durch r, bis r, bezeichnet werden. 
‚a—1) 
eindeutig aus der ursprünglichen Differentialgleichung f(y, &) = 0 bestimmt, 
die c, sind willkürlich (vgl. Abh. Bd. 115, S. 147). 


Alsdann aber sind in den Entwicekelungen der % die Coefficienten e 


Damit sind die dem e-fachen Gruppenexponenten o entsprechenden 
e normalen Integrale von /,,@,&)= 0 ermittelt. 

Ein solches normales Integral wird nun durch die Integrale mit 
demselben Gruppenexponenten derjenigen Hauptunterdifferentialgleichungen 
von F.,(y, 2) = 0, 2—-a={", linear und homogen mit constanten Coefficienten 
ausgedrückt, die bei &=(0 denselben determinirenden Factor enthalten. 
Nachdem in einer solchen Gleichung durch den determinirenden Factor 
dividirt ist, erhält man durch Differentiation der Gleichung ein System 
linearer Gleichungen zur Bestimmung der Constanten. Die Differential- 
determinante ändert sich beim Umgange um ©=0 um einen constanten 
Factor, die Determinante der Substitutionsconstanten; daher fallen die Loga- 
rithmen aus derselben aus. In den Ausdrücken der Constanten ist der 
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Uebergang auf = 0 zu vollziehen, wodurch dieselben rationale Ausdrücke 
gegebener Constanten werden. 
1. 


Discussion der ermittelten Integrale der homogenen linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen 


aleebraischen (oefficienten. 
Die Differentialgleichung No. 1 (1.) 
(1.) F,(y,u,v,w,2) = 0 


wird mit Bezugnahme auf die allgemeinen in Abh. Bd. 115 No. 5 an- 
gestellten Untersuchungen hier weiter behandelt. 

Bei einem Complex von R bei dem singulären Punkte r=a zu- 
sammenhängenden Combinationen der Zweige von a,e,w wird Differential- 
gleichung (1.) durch die Substitution r—a = 5“ in die Diftferentialgleichung 

(2.) G.(4,94,0, 8,6) = U 
gemäss No. 4 (1.) übergeführt, die in No. 6 durch 7,@. SS) = 0 bezeichnet 
worden ist. 

I. Die Integrale der Differentialgleichung 7',(y.d) bei ©&=0 mit 
dem (Gruppenexponenten 0 seien nach den in No. 6 gemachten An- 
gaben durch homogene lineare Verbindungen mit constanten Coefficienten 
von Integralen der Difterentialgleichung 7,(y. &) = 0 mit demselben Gruppen- 
exponenten dargestellt, welche durch Substitution von e—a={[” aus der 
Connexdifferentialgleichung von (1.) 2,(y, x) =0 hervorgegangen ist. Die 
Anzahl der linearunabhängigen Integrale von /',(y. d) = 0 mit dem Gruppen- 
exponenten o sel &. 

A. Wird in den Entwickelungen dieser & linearunabhängigen Inte- 


1 


y.)=0 S=(z-a)” gesetzt und nimmt man in den hieraus 


srale von 7, y.C 
entstehenden Ausdrücken 0, 1 bis A—1 Umgänge um r=a vor, so erhält 
man (Abh. Bd. 115 No 3 D) R Systeme von e& linearunabhängigen Integralen 
der Differentialgleichung (1.), welche den R Combinationen der Zweige 
von a,e,w des Complexes zukommen. 

Es sei der Gruppenexponent 0 = 0,+g, wo 9, ein einzelner Werth 
von og, g eine ganze Zahl. Jeder in dem Ausdruck eines Integrales von 
['„y.&) = 0 vorkommende Factor einer Logarithmenpotenz von der Form 


a = | u er ee 
ce (3 c,S'+ 8 c,{°) zerfällt als Potenzreihe durch die Substitution = (x —-a)* 
| 1 ud 
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in eine Summe der Form 
R—1 


0, ) 82 
(3.) (2-a)* (B(2z-a)+2,(@-a)(@-a)" ++ +P,_,(2-a) (2e-a) " ): 

wo die Entwicklungen 2 Potenzreihen mit ganzzahligen Exponenten sind. 

Die Integrale der Differentialgleichung 7,(y, &) = 0 waren durch Substitution 


von e-a={” aus denen der Connexdifferentialgleichung 2,(y, z&) = 0 her- 
1 


vorgegangen. Wird also = (z—a)“ gesetzt, so erhält man die Integrale 
von ?,(y,z)=0 wieder. Jedes dieser Integrale enthält nur einen Gruppen- 
exponenten. Also ist vermittelst dieser Darstellung von Integralen der 
Differentialgleichung (1.) durch homogene lineare Verbindungen mit constanten 
Coefficienten von Integralen der Connexdifferentialgleichung P,(y, x) =0 die 
Zerfällung (3.) zugleich ausgedrückt. 

B. Die bei einem Integrale der Connexdifferentialgleichung mit einem 
beliebigen Gruppenexponenten 0 in einem Factor (r—a)’y(c—a) einer Loga- 
rithmenpotenz vorkommende Function g(c—a) bleibt in dem in Abh. Bd. 115, 
No. 5 III genannten beliebigen Kreise C in der einblättrigen x-Ebene, in dessen 
Inneren ausser = a kein singulärer Punkt der Differentialgleichung (1.) liegt, 
abgesehen von x = a einwerthig und stetig. Dies folgt daraus, dass die Inte- 
erale der Differentialgleichung (1.) diejenigen der Connexdifferentialgleichung 
sind. Bei jedem Complex von R bei 2=a zusammenhängenden Combi- 
nationen der Zweige von a,v,w und der zugehörigen Differentialgleichung 
",y.D)=0 bleibt in einem Factor T’y({) einer Logarithmenpotenz in 
einem Integrale von /',= 0 mit dem Gruppenexponenten r die Function p(Ü), 
abgesehen von S=0, einwerthig und stetig in dem in Abh. Bd. 115 
No. 3 III durch Z bezeichneten einfach zusammenhängenden einblättrigen 
(rebiete von £, wie dort gezeigt ist, wo Z dem Gebiete der Werthe x in 
dem Kreise C und in einer A-blättrigen Windungsfläche um zr=a ver- 

1 
möge = (e—a)“ entspricht. g(Z) hat in einem gewissen Kreise um { = 0 
als Mittelpunkt die Entwieklung nach Potenzen von & mit ganzzahligen 
1 
Exponenten. Hieraus ergiebt sich durch {= («-a): 
R—1 


1 1 R—1 
(4.) pl(z-a)* ) = b(z-a)+P,(z- a)(c-a)" +. +P,_,(z-a)(z—a)“, 


\ 


wo die Funetionen 2, 2, bis 2,_, in der Umgebung von 2 =a, abgesehen 
1 


von diesem Punkte, einwerthig und stetig sind. Die R-Zweige von (e—a)“ 


jo Eh ht Dal ae a ar a 
A Ka fi Baar r EEE EE EEE REN TRIRRTNE NS rue 
rer a ae ee . e 


EEE en 


Auge) sion 





SERIEN: 


2 225 








e 5 
da EEE a De ati ee 


TEETEET a 





has Sl. a BET a 
ERREGT NEELTEREN 


REN ERRTRIEE EE 


EEE BE 


ee ee 








Thome, über lineare Differentialgleichungen mit mehrwerthigen algebr. Coefficienten. 31 


ni 1 


gehen, indem e* =w gesetzt wird, aus einem derselben [((e—a)*] als 


((z-a)"]w” (R'=0,..., R—1) hervor, und man erhält aus (4.) 
Hll@- ar] or) = Ba-0)+P,@-le-a]or+-- 
6) | 


R—1 
+2, ,(@-a)([(@-0)]w*) (R'=0,..,R-1) 





Durch Auflösen dieses Systemes von AR linearen Gleichungen in Bezug 
auf 2,2, bis ?,_, wobei die Determinante des Gleichungssystems in dem 
zu betrachtenden Gebiete um z=a nicht verschwindet, ergiebt sich, dass 
die in der Umgebung von z=a (abgesehen von diesem Punkte) ein- 
werthigen und stetigen Functionen 2,2, bis 2,_, diese Beschaffenheit in 
dem Kreise C behalten. Hieraus folgt (vgl. No. 6 I Schluss) für die Inte- 
grale der Connexdifferentialgleichung die aufgestellte Behauptung. 

C. Die Darstellung der Integrale der Connexdifferentialgleichung ver- 
mittelst bestimmter Integrale und ihre Entwickelung durch Potenzreihen 
geschieht nach Abh. Bd. 96 dritte Abtheilung. Dasselbe findet für die 
Integrale der Differentialgleichung #7,(y,&) = 0 statt, gemäss No. 4 (10), 
No. 6 (7.). Die Darstellung dieser Integrale kommt bei den Untersuchungen 
in No. 6 Il C, III und hier in D. vor. 

Ueber das Vorkommen von Logarithmen in den Integralen der 
Connexdifferentialgleichung vgl. No. 6 IIC. 


D. Der Umgang um z=a in den in A. aufgestellten Ausdrücken 
der Integrale. — Was diesen Umgang angeht, so hat man nach Abh. 
Bd. 115 No. 3 II einen A-maligen Umgang um z=a in den von r—a 
abhängenden Ausdrücken der Integrale der Differentialgleichung (1.) oder 
einen einmaligen Umgang um © =0 in den von E abhängenden Ausdrücken 
der Integrale von Z',(y,&)=(0 vorzunehmen und das Resultat durch die 
ursprünglichen Integrale auszudrücken. In dem Falle No. 6 II kommt in 
dem betrachteten Integral .Y von 7',(y,ö)=0 kein Logarithmus vor. Bei 
dem Umgange um &=0 tritt daher, wenn der Gruppenexponent 0 war, 
der Factor e*’”'* zu dem ursprünglichen Integrale hinzu. In dem Falle 
No. 6 III kann man zu ermitteln versuchen, ob in den dort (No. 6 (18.)) 
eingehenden Integralen von #,(y,&) = 0, bezüglich ?,(y. «) = (0 kein Loga- 
rithmus vorkommt (Abh. Bd. 96 No. 22). Dann tritt wie in dem vorigen 
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z?nio 


Falle der Factor e zu dem ursprünglichen Integral hinzu. Sonst ist 
einerseits das Resultat des Umganges zu bilden, indem log C+2ni für 
logT in den Ausdrücken der Integrale (bei e*'*-, log&) gesetzt wird. 
Andererseits ist dieses Resultat linear und homogen mit constanten Coeffi- 
eienten durch die ursprünglichen Integrale von //,=0 mit dem Gruppen- 
exponenten g (No. 6 (18.)) auszudrücken. Da diese Integrale linear- 
unabhängig sind, so ist ihre Differentialdeterminante nicht identisch Null. 
Die Bestimmung der Constanten geschieht dann aus dem durch Differen- 
tiation hervorgehenden Systeme linearer Gleichungen entsprechend dem 
Verfahren in No. 6 IIC. 

II. Die Integrale der Differentialgleichung 7',(y,)=0 bei &=0 
mit dem Gruppenexponenten og sind, wenn die in No. 6 V gemachte Vor- 
aussetzung zutriftt, als normale Integrale direct aus 7',(y,&) = 0 bestimmt. 
Jedes dieser Integrale ist linear und homogen mit constanten Coefficienten 
dureh die Integrale mit demselben Gruppenexponenten derjenigen Haupt- 
unterdifferentialgleichungen von F,,(y, 2) =0, r—-a=°”, dargestellt, welche 
denselben determinirenden Factor bei {=0 enthalten; wo F.,(y, x) der 
erste eanonische Bestandtheil in der canonischen Form des Differentialaus- 

1 
druckes in der Connexdifferentialgleichung ist. Wird 5 = (z—a)” gesetzt, 
so erhält man die Integrale dieser Hauptunterdifferentialgleichungen wieder 
und damit die in I A angegebene Zerfällung ausgedrückt. 

Die Integrale dieser Hauptunterdifferentialgleichungen von F,,,(y, ©) = 
sind Integrale der Connexdifferentialgleichung. Es gilt daher in Betreff 
derselben das in IB Bemerkte Jedes solches Integral besteht aus dem 
Produet des determinirenden Factors in der Hauptunterdifferentialgleichung 
und dem Integrale einer regulären Differentialgleichung. Letzteres Integral 
muss daher auch die in I B angegebene Eigenschaft haben. 

Der Umgang in den normalen Integralen um =0 wird an den 
Ausdrücken der regulären Theile in derselben No. 6 (24.) vollzogen gemäss 
Abh. Bd. 96 No. 19 (2.). ' 

Hierher gehört der in No. 2 angegebene, in Abh. Bd. 115 No. 9 
behandelte Fall, wo der Differentialausdruck der Connexdifferentialgleichung 
in der canonischen Form einen einzigen canonischen Bestandtheil enthält. 
Die friihere Behandlung ist hier vervollständigt durch Darstellung der Inte- 


srale vermittelst der Integrale der ÜOonnexdifferentialgleichung und den 
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Nachweis, dass jedes der letzteren Integrale die in I. B angegebene Eigen- 
schaft besitzt. 

III. Die Differentialdeterminante der Integrale von 7',y, D)=0. — 
"ty. H(&,u.v,w) 


. ’ F\ r > > . y r y N . 
den in T'.(y.ö) sei P. P, ist von der Form Zy7Ta 
s 3) 


H und K ganze rationale Ausdrücke der eingehenden Variablen, K(0) von 


Der Coeffieient 


Null verschieden. Aus der Darstellung von Z7',(y,{) durch ein System 
normaler Elementardifferentialausdrücke geht nach No. 6 I in Bezug auf 
den Ausdruck P, dieses hervor. Jeder fundamentale determinirende Factor 
e” von T',(y,£) werde so oft als Factor aufgenommen, als die Anzahl der 
Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichung beträgt, und das Produet 


m 
u U 


e' gebildet. Ferner werde die Summe aller Wurzeln der Exponenten- 


sleichungen durch A bezeichnet. Dann ist 


d>w, ’ 
/EN 1 A779, pp“ 
6.) P,= - FEN PER, 


D., 1E 
us > 


wo g eine ganze Zahl, P(T) von der Form Ye,l". Die Funetion P/Z) hat 


L(£&, wW,ov', w') . 
Teö , L ein ganzer rationaler Ausdruck 


\>, 


der eingehenden Variablen; «,v,w', sind algebraische Funetionen, die 


einen Ausdruck der Form 


hervorgehen indem u = 55 c‚S+{”''w gesetzt wird, ebenso bei » und w. 
Dieselben bleiben in dem in Abh. Bd. 115 No. 3 III durch Z bezeichneten, 
in I. B genannten, einfach zusammenhängenden einblättrigen Gebiete von £, 
welches den Punkt {=0 im Innern enthält, einwerthig und stetig. K(C 
ist innerhalb dieses Gebietes in keinem Punkte gleich Null (vel. 1. e.). 
Aus (6.) ergiebt sich für die Differentialdeterminante der Ausdruck 


Ds 


» 


Zr .. — /P(-)af 


a 


(7.) e-/P ig in e! rt ge” 


wo ce ein constanter Factor. Dieser eonstante Factor ist direet durch den 
Werth der Differentialdeterminante in einem Punkt & mit vorgeschriebener 
Annäherung zu bestimmen nach No. 6 IIC. Wenn der in II besprochene 
Fall bei allen Integralen der Differentialgleichung 7',(y, T) eintritt, so ergiebt 
sich der eonstante Factor e durch Uebergang auf {= 0 als rationaler Aus- 
druck gegebener Uonstanten. 
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Die Differentialdeterminante der entsprechenden Integrale von (1.) 
1 


geht aus (7.) durch Substitution von &=(z-a)* und Multiplieation mit 
m(m+1) 
(2) ° hervor (vgl. Abh. Bd. 115, 8. 127), 

IV. Die Fortsetzung der Integrale der Differentialgleichung (1.) wird 
unter Zugrundelegung der in Abh. Bd. 115 No. 3 III gemachten Angaben 
vermittelst einer linearen Substitution für e=f($) vollzogen. Die Ein- 
führung dieser linearen Substitution geschieht hier unmittelbar an den Inte- 
gralen der Connexdifferentialgleichung, wobei die in I. B. nachgewiesene 
Eigenschaft derselben zur Anwendung kommt. Das Verfahren hierzu ist 
in Abh. Bd. 96 No. 20 IB. angegeben. Die Fortsetzung der algebraischen 
Funetionen #,o, w geschieht nach Abh. Bd. 104, No. 9. 


Die Constanten in den Substitutionen bei der Fortsetzung sind mit 
vorgeschriebener Annäherung zu berechnen. Hierzu ist die Werthberech- 
nung der Integrale der Connexdifferentialgleichung und ihrer Ableitungen, 
die bei einem singulären Punkte der Differentialgleichung (1.) entwickelt 
sind, in einem nicht singulären Punkte erforderlich; bezüglich die der 
Integrale der Differentialgleichung 7,(y,S)=0 (vgl. No. 6 II C.), durch 

1 
—- (z-a)” erfolgt aus letzteren diejenige der von x abhängenden Inte- 
grale. Diese Werthberechnung geschieht nach Abh. Bd. 96 No. 18. Ferner 
ist die Werthberechnung der bei einem nicht singulären Punkte entwickelten 
Integrale der Differentialgleichung (1.) im Bezirke dieses Punktes erforderlich. 
Dieselbe erfolgt nach Abh. Bd. 96 No. 18 (6.) ete., indem für die dortige 
Differentialgleichung (6.) mit bei e=a einwerthigen Üoefficienten das 
angegebene Verfahren gilt, da ein Werth für die dortige Grösse M, sich 
hier unmittelbar aus den Coefficienten der Differentialgleichung ergiebt. 


< 


Tas, 


Damit ist gemäss den allgemeinen Betrachtungen in Abh. Bd. 115 
erste Abtheilung die Integration der homogenen Differentialgleichung (1.) 
erzielt. 
8. 


Die nicht homogene lineare Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebraischen Coeffleienten. 


Die vorgelegte Differentialgleichung sei 
f u 
(1.) F,(; u,0,Ww, €) = G 


wo F,, der homogene lineare Differentialausdruck No. 1 (1.) ist, bei welchem 
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die Voraussetzung aus No. 1 stattfindet, über den zweiten Theil q die Voraus- 
setzungen aus Abh. Bd. 107 gemacht werden. Für die Differentialgleichung (1.) 
gelten die in Abh. Bd. 115 No. 1 und No. 4 gemachten Betrachtungen, auf 
welche hier Bezug genommen wird. Diesen Untersuchungen gemäss kommt 
es darauf an, ein Integral der Differentialgleichung 


(2) T.4D = (5) 
zu ermitteln, wo Z',(y,ö) der homogene lineare Differentialausdruck aus 
No. 6 ist, q, durch e—-a={* eine Funetion von {, welche die Form eines 
Integrales mit einem einzigen Gruppenexponenten (No. 6 I) hat. 

I. Wenn alle Integrale von 7, y,&)=0 bei {=0 als normale 
Integrale nach No. 6 V ermittelt sind, so tritt zur Integration von (2.) das 
in Abh. Bd. 115 No. 9.1II. B. aufgestellte Verfahren ein (hierhin gehört 
der in No. 2 angegebene Fall des homogenen Differentialausdruckes F,,). 

Auf die nicht homogene lineare Differentialgleichung (2.) wird die 
Methode der successiven Integrationen vermittelst integrirender Factoren 
angewandt. 

II. Sind die Integrale von 7',(y,d)=0 bei © = 0 allgemein nach No. 6 
aufgestellt, so ist auf die nicht homogene lineare Differentialgleichung (2.) 
die Methode der Variation der Constanten anzuwenden. 

Ein Integral von (2.) sei durch y, bezeichnet. m linearunabhängige 
Integrale von 7',(y,&) = 0 seien Y, bei Y,. Durch die Methode der Variation 
der Constanten erhält man 


m?’ 


(3.) var) dt SG) at, 
wo D die Differentialdeterminante von Y,,Y, bis Y,, ist, Z, die Determinante 
me, EEE . re 
ar do gdiu ,, di 
d£ dc d£ dl 
Re N ey 
Wu aan RT a SETRR nun F 
din de” ° den Tan 
0 ++: 0 Lilien Ü 


A.) Die Differentialdeterminante D hat nach No. 7 III den Ausdruck E*’w, 
wo » in dem dort genannten Gebiete Z, welches den Punkt {= 0 im Innern 
enthält, abgesehen von diesem Punkte einwerthig, stetig und von Null ver- 


H* 
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schieden ist. Die Grösse L, hat den Ausdruck von der Form eines Integrales, 
in welchem ein und derselbe Gruppenexponent z, (No. 6 I) vorkommt. Wenn 


m 


der Gruppenexponent in Y, durch o, bezeichnet wird, so ist 7,= Fo,—0,.. 
1 


Die Factoren der Logarithmenpotenzen in Z, sind von der Form {"”n, won 

dem genannten Gebiete Z abgesehen von = 0 einwerthig und stetig ist 
(No. IB. Die Grösse q, ist ebenso beschaffen, wie die Lin einem Ge- 
biete Z’, welches wie Zin No. 7 IB. festgestellt wird, indem jetzt der dort 
genannte Kreis C ausser e= a keinen singulären Punkt der nichthomogenen 


Ditferentialgleiehung (1.) im Innern enthalten soll; Z’ ist in Z enthalten. 
S . . N 2 L; de” 
Der Gruppenexponent in g, Sei o, der Gruppenexponent in D (22) g. Ist 


alsdann o—o,= % Bei Herstellung der Entwickelung des Ausdruckes 


f% dx . . . 2 j 
A a) q,.dö, in welcher Entwickelung das constante Glied annullirt 


a Can 3d. 96 No. 13 (11.) (12)), kommen mit Logarithmenpotenzen 
multiplieirt vor Integrale der Art (Er &at, wo x(d), abgesehen von 
C=0, in dem Gebiete Z’ einwerthig. und stetig bleibt, das constante Glied 
in der Entwickelung zu annulliren ist. Wenn z nicht ganzzahlig ist, so 


wird dieses Integral S**'w(ü), wo w(Ü) in dem Gebiete Z’, abgesehen von 


=0(, einwerthig und stetig. Ist z ganzzahlig und aus der Entwickelung 
von &*y({) das Glied, welches 7’ enthält, herausgenommen, der übrige 
Theil dureh w({) bezeichnet, so ist [v© dZ in dem Gebiete Z’ abgesehen 
von {= einwerthig und stetig. 

Das Integral y, (3.) erhält daher eine der Formen 


Ir). 

(Erlp(d+p(E)log(&)+---+9,(Öllogd)"), 

wo o der Gruppenexponent aus q,, die Functionen p in dem Gebiete Z', ab- 
gesehen von =, einwerthig und stetig sind. 


5. 
(D.) 
\ P4 


B.) Diese Funetionen g sind vermittelst bestimmter Integrale (Abh. 
Bd. 96 No. 16) darzustellen. 

Die in Z, nach No. 6 vorkommenden Differentialquotienten von Inte- 
gralen der Differentialgleichung 7,(y,{)=0 werden an den Ausdrücken 
dieser Integrale durch Systeme normaler Elementarintegrale No. 6 (7) ge- 
bildet, wodurch man wieder auf eine Summe von solchen Systemen kommt. 
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Jedes solche System wird (s. l. e.) durch eine Summe von bestimmten Inte- 
gralen ausgedrückt. In einem Producte von bestimmten Integralen werden, 
indem in jedem Factor die Integrationsvariablen anders bezeichnet werden, 
alle unter den Integrationszeichen vorkommenden (Grössen unter die (Ge- 
sammtheit der Integralzeichen gestellt. Eine Integralfunetion wird dann 
wieder in der 1. e. angegebenen Weise vermittelst bestimmter Integrale 
ausgedrückt. Auf diese Weise ergiebt sich nach Abh. Bd. 96 No. 16 die 
Darstellung der Functionen g dureh bestimmte Integrale. 

Aus dieser Darstellung erfolgt die Entwickelung dieser Functionen 
nach Potenzen von € nach Abh. Bd. 96 No. 17. Eine Reeursionsformel für 
die Coefficienten in dieser Entwiekelung mit constanter Anzahl der Glieder 
ergiebt sich gemäss den Angaben Abh. Bd. 115, S. 137, 138. 

C.) Der Umgang in dem Integrale y, (3.) um {= 0 wird in folgender 
Weise ausgedrückt. Bei dem einmaligen Umgange um © = 0 geht gq, 
über in 

(6.) G; .. hq: + k; GT. + hd 
wo die Grössen q,(a=1,..., s) linearunabhängige Ausdrücke mit einem und 
demselben Gruppenexponenten sind, die k gegebene Uonstanten. Der Grösse 
q.(a=1,...s)in (2.) entspricht das Integral y,(a=1,..., s) (3.). Daher geht 
das Integral y, (3.) durch denselben Umgang in 

(7.) yhytkyp+t-+khy+to, 
über, wo », eine homogene lineare Verbindung mit eonstanten Coefficienten 
der Integrale Y,,Y, bis Y, der Differentialgleichung 7), ,{)=0 ist. Die 
Constanten in ®, werden nun in folgender Weise bestimmt. Durch den- 
selben Umgang um ©=0 geht Y, in Y\, über, wo 

(8.) Y, = Ca Y.+ C. Y+ + Cm Fa 


die e Constanten, die nach No. 7 I. D; II bestimmt werden. ZL, gehe in Z 


über, wo Z, aus (4.) entsteht, wenn Y durch Y’ ersetzt wird. Die Differential- 
determinante D gehe in D’über; wird die Determinante der e(a=1, ..., m) in (8.) 

. iz "L, (da&\' u u: 
durch k bezeichnet, so ist D’=%kD. Das Integral / D 12) g. dZ, in dessen 
Entwickelung das eonstante Glied annullirt ist, geht über in 


"z. de\" 1 ee j 
C ’ | 
9.) J D' «3 Q: d-+K,. 


wo in der Entwickelung des in (9.) vorkommenden Integrales das eonstante 
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Glied annullirt ist, X, das constante Glied in dem Resultate des Umganges 
ö ’ : L, (da \” BR i . . 
in der Entwicekelung von f Er) q,dZ ist. K, wird bestimmt vermittelst 


einer Summe von bestimmten Integralen (vgl. B). Ist der Gruppenexponent 
in dieser Entwiekelung nicht ganzzahlig, so ist X,=0. Nun besteht die 
(rleichung 


Pan > L. daeı\M Kaas r=m L- de\ " .‘ 

(10.) ER; nz) qde= Ey, /3 (FE gLdk, 
wo in der Entwickelung jedes Integrales das constante Glied annullirt ist. 
Denn wird in (10.) für Y\(a=1,...,m) der Ausdruck (8.) gesetzt, so ergiebt 


sich jedes Y, multiplieirt mit einem Integral, bei welchem unter dem Integral- 
zeichen der Ausdruck 


! n N 1 
(11.) (Cı, L,+c,L+:+ Our km) Di 


dz m s 
ar) 9: 


steht. Die Grösse in der Klammer in (11.) ist 
Y, RE > 


m | 
ah dr an 
dt de dl 
(12.) 
en TR I 
d c m—2 dt”? dt”? 


C,; C;, ge. C 


mr 


und diese Determinante wird durch Einsetzen der Ausdrücke (8.) gleich 
dem Producte der Determinante k der e(a=1,...,m) in (8.) und der Determinante 
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welche gleich Z, ist. Also ist die Grösse (11.) gleich AR Wird 


nun in (10.) für q, der Ausdruck (6.) eingesetzt, so ergiebt sich aus (7.), 
(9.) und (10.) für w, (7.) der Ausdruck 
(14.) o,=K,Y,+K,Y;+:-+K,Y' 


m) 





“= 
3 
2 
a 
i 
id 
5 
; 
8 


> RES 17 NR CR 


> 
Eu 
; 
Pi 
# 
> 
2 
% 
4 
a 
4 
% 
& 
3 
# 
I | 
A 





EEE DEE EEE 











Thome, über lineare Differentialgleichungen mit mehrwerthigen algebr. Coefficieniten. 39 


wo die Constanten K aus (9.) hervorgehen, hier sind für die Y’ die Aus- 
drücke (8.) einzusetzen. 

III. Nachdem ein Integral der Differentialgleichung (2.) ermittelt ist. 
wird in der Entwickelung (I, IIB) des von 5 abhängenden Integrales, 


welches von der Form (5.) ist, {= (e=—.a)” gesetzt, wodurch die Factoren 
der Logarithmenpotenzen in einen Ausdruck wie No.7 (3.) zerfallen. Die 
eingehenden Reihen der Potenzen von c—a mit ganzzahligen Exponenten 
convergiren in dem Bezirke von a bei der Differentialgleichung (1.) (die 
mit negativen Exponenten abgesehen von 2 = a). 

Mittelst der Integrale y,(a=1,...,s) der Differentialgleichung (2.) für 

l 

a=]1,...,s, die in I. ©. genannt sind, wird, nachdem { = (2 —a)” gesetzt ist, 
nach den Angaben in Abh. Bd. 115 No. 4 das Integral der Differential- 
gleichung (1.) für den Complex der Rbei x =a zusammenhängenden Com- 
binationen der Zweige von a, ev, w bei einer und derselben Funetion g, 
hergestellt. Der Umgang in diesem Integrale um z=a erfolgt nach den 
dortigen Angaben unter Zugrundelegung des Umganges um = 0 (1, IIC). 

Die Fortsetzung des Integrales der Differentialgleichung (1.) wird 
gemäss Abh. Bd. 115 No. 3, 4 vermittelst einer linearen Substitution für x 
x = f($) bewerkstellig. Diese Substitution wird bei den von & ab- 
hängenden bestimmten Integralen fir die Funetionen p (IIB) vorgenommenen 
(vgl. Abh. Bd. 115 No.7 III). Es kommt dabei für die Entwickelung die 
in IIA nachgewiesene Eigenschaft dieser Functionen in Betracht. Für die 
Üoefficienten in den Entwickelungen erhält man eine Recursionsformel mit 
constanter Anzahl der Glieder wie in II. B. 

Die Werthberechnung der Constanten in den Substitutionen mit vor- 
geschriebener Annäherung geschieht entsprechend den Angaben in No. 7 IV. 
Das hierzu eintretende Verfahren bei dem Uebergange von einem nicht 
singulären Punkte zu einem anderen solchen bei der nicht homogenen 
linearen Differentialgleichung ist in Abh. Bd. 107 No.4 auseinandergesetzt. 

Die in den allgemeinen Betrachtungen in Abh. Bd. 115 erste Ab- 
theilung für die Integration der nicht homogenen Differentialgleichung (1.) 
gemachten Anforderungen sind damit erfüllt. 














Ueber die Anzahl der Idealklassen in reinen 
kubischen Zahlkörpern. 


Von R. Dedekind in Braunschweig. 


Die vorliegende Abhandlung ist im Laufe des Winters 1897/98 durch 


Umarbeitung eines aus dem Jahre 1871 oder 1872 stammenden Entwurfes 
entstanden; ihr Hauptergebniss habe ich (Februar 1873) in meiner Anzeige*) 
der Vorlesungen über die Kreistheilung von P. Bachmann bei Besprechung 
des kubischen Reeiproeitätsgesetzes mit den folgenden Worten kurz an- 
gedeutet: „Bedeutet # eine ganze rationale Zahl, deren Kubikwurzel irrational 
ist, so entspringt aus der Gleichung x’ = k ein reiner kubischer .Körper, dessen 
Grundzahl die Form D=-—3g hat, wo g eine aus % leicht abzuleitende 
ganze Zahl ist. Fragt man nun nach allen in % nicht aufgehenden Prim- 
zahlen p von der Form 3»r+1, von welchen die gegebene Zahl % kubischer 
Rest ist, so gelangt man mit Hülfe des Reeciproeitätssatzes zu folgendem 
interessanten Resultat, welches im Wesentlichen schon Gauss bekannt ge- 
wesen ist (und sich auf beliebige kubische Körper ausdehnen lässt): Die 
sämmtlichen nicht äquivalenten, ursprünglichen positiven quadratischen 
Formen a@z’+bxzy-+cey, in welchen b’—-4ac=D, zerfallen in drei Ab- 
theilungen von gleich vielen Individuen, deren erste eine Gruppe bildet, 
durch deren Formen alle und nur solche Primzahlen p dargestellt werden, 


von welchen % kubiseher Rest ist. Mit Hülfe desselben wird die Be-. 


stimmung der Anzahl der Idealklassen des kubischen Körpers auf einen 
bekannten Theil der Theorie der T'hetafunetionen zurückgeführt.“ Zur Ver- 
gleichung bemerke ich, dass die hier gebrauchten Zeichen 4, x, g in der 
folgenden Abhandlung resp. durch ö, ©, k ersetzt sind; der Satz über die 
für den kubischen Körper charakteristische Drittelung der Gruppe der 
quadratischen Formen von der Diseriminante D findet sich in $ 11. Die 


*) Schlömilchs Zeitschrift für Mathematik und Physik, Jahrgang 18; 1873. Literatur- 
zeitung S. 22, 43. 


a ae ar TEE ee Mr 
EEE DEI EIER 





EIERN. 
ER EINRRTE N Lit ER 
I ERERETETLIL LEHRER RE 








ee ae s 


I, SAT 


re 


RENTE NEN 


EIERN FAT Dar 


TERN OR ORT ARSENER ET EUREN, 











Dedekind, über die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkörpern. 41 


eingeklammerten Worte, welche sich auf die Ausdehnung dieses Satzes auf 
alle kubischen Körper beziehen, habe ich damals, weil ich im Besitze des 
Beweises zu sein glaubte, dem Manuscripte der Anzeige gleich nachgeschickt, 
ihre Einfügung an der bezeichneten Stelle ist aber über dem grossen 
Leipziger Setzerstrike versäumt, und sie sind erst im folgenden Hefte der 
Literaturzeitung (S. 43) abgedruckt. Durch Ueberhäufung mit Amtsgeschäften 
wurde ich in jener Zeit für mehrere Jahre an jeder wissenschaftlichen 
Thätigkeit gehindert, und erst später habe ich erkannt, dass die mir zu 
Gebote stehenden Mittel zum Beweise der Allgemeingültigkeit des Satzes 
nicht ausreichten. Seitdem bin ich nur vorübergehend und ohne den ge- 
wünschten Erfolg zu dieser Untersuchung zurückgekehrt; doch zweifle ich 
auch heute nicht an der Wahrheit des Satzes, den ich in allen Beispielen 
bestätigt gefunden habe, und ich glaube auch, dass für Körper von negativer 
Grundzahl die jetzt mehr ausgebildete Theorie der complexen Multiplieation 
der elliptischen Funetionen zum Beweise wohl ausreichen wird; vielleicht 
wird, wenn dies gelingt, hierdurch auch ein Weg zur Lösung des grossen 
Räthsels gebahnt, welche algebraische Zahlkörper den Klassen der binären 
quadratischen Formen (oder Moduln) von positiver Diseriminante entsprechen. 
Meine bisherigen, auf diese Fragen bezüglichen Versuche gedenke ich in 
einer Abhandlung über die Invarianten beliebiger kubischer Körper mit- 
zutheilen. Die gegenwärtige Abhandlung, welche sieh ausschliesslich mit 
den reinen kubischen Körpern beschäftigt, verfolgt lediglich das in der oben 
erwähnten Anzeige vom Jahre 1873 angedeutete Ziel und endigt mit der 
Einmündung der Untersuchung in die Theorie der eomplexen Multiplieation. 
Ich erwähne schliesslich, dass die Theorie der reinen kubischen Körper 
meines Wissens bisher nur von A. Markoff behandelt ist; seine Abhandlung* 
„Dur les nombres entiers dependants d’une racine eubique d’un nombre entier 
ordinaire‘“ beschränkt sich im Wesentlichen auf die (von mir in $$ 1—5 
behandelte) Bestimmung der in dem Körper vorhandenen Ideale, wobei die 
Auffassung von Zolotareff zu Grunde gelegt ist; ausserdem giebt sie am 
Schlusse eine sehr werthvolle Tabelle von Einheiten (vergl. unten $ 13). 








*) Memoires de ’Academie imperiale des sciences de St.-Petersbourg, VII® serie. 
tome 38. 
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$ 1. 


Reine kubische Zahlkörper. 
Ist die rationale Zahl Ö nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl, 
3 
so sind die drei Kubikwurzeln 9= YöÖ irrational, und es kann auch keine 
von ihnen die Wurzel einer quadratischen Gleichung 09°-+m9-+n=0 mit 
rationalen Coeffieienten m,r sein; multiplieirt man nämlich mit ©, so würde 
hieraus (n—m’)O+(ö—mn)=(0, also, weil © irrational ist, a=m’ und 
ö=mn= m’ folgen, was im Widerspruch mit unserer Annahme über © 
steht. Mithin ist jede der drei Wurzeln © eine algebraische Zahl dritten 
Grades (vergl. $ 167. 8. 492 der vierten Auflage von Dörichlets Zahlentheorie, 
die ich mit D. eitiren werde). Im Folgenden bezeichnen wir mit © die reelle 
Kubikwurzel aus ©, mit ©', 0" die beiden imaginären Wurzeln 
O' = 9, 0" = 090° 
wo o eine imaginäre dritte Einheitswurzel, also 
o+o+1=V0 
Ist, 
Aus dem Körper AR der rationalen Zahlen entsteht dureh Adjunetion 
der Zahl © der reine kubische Zahlkörper K= R(0) vom Grade (K,R) = 35; 
er besteht aus allen Zahlen von der Form 
z=, 9 +n,09+ Tr, 
Wo 2,2, x, beliebige Zahlen in R bedeuten, und jede Zahl 2 kann auch 
nur auf eine einzige Art in dieser Form dargestellt werden, weil die drei 
Potenzen ©°, 0,1 eine irredueibele Basis von K bilden (D. $ 164. 8. 472). 
Die beiden Körper R und K sind die einzigen Divisoren von K; denn wenn 
der Körper L in K enthalten ist, so folgt (nach D.$ 164. 5. 473), dass 
(K,L) (L,R)= (K, R)=35, also entweder (K,LD)=35, (L,R)=1, L=R oder 
K,LD)=1, (L,R)=3, L=K ist. Betrachtet man nun irgend eine in K 
enthaltene Zahl z von der obigen Form, so ist der von ihr erzeugte Körper 
R(z) jedenfalls Divisor von K, und zwar tritt der Fall R(&)=R immer 
und nur dann ein, wenn z rational, also m, =2,=( ist; jede irrationale 
Zahl 2 des Körpers K erzeugt daher stets denselben Körper R(z)=K und 
ist folglich eine algebraische Zahl dritten Grades. 
Diese Schlüsse sind offenbar unabhängig von der Voraussetzung, dass 
4 reell ist, und gelten daher ebenso für die beiden reinen kubischen 
Körper K = R(0') und K"=R(0"). Bedeutet z. B. x eine irrationale Zahl 
des Körpers K', so ist R(z)=K', und folglich kann z’ nicht reell sein, 
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weil sonst K’ aus lauter reellen Zahlen bestehen würde, während doch die 
imaginäre Zahl 0° = 00 in K’ enthalten ist; mithin enthalten die Körper 
K',K" ausser den rationalen nur imaginäre Zahlen, während K nur aus 
reellen Zahlen besteht. Die beiden Körper K', K’ sind aber nieht allein 
von K, sondern auch von einander verschieden; denn wäre K=K, so 
müsste die Zahl 9" = 90, also auch die Zahl o = 0:0 in RK enthalten 
sein, was nach dem Obigen nieht angeht, weil o eine algebraische Zahl 
zweiten Grades ist. 

Der Körper K besitzt drei Permutationen (DD. $ 165), dureh welche 
er in die drei conjugirten Körper K, K', K übergeht; jede in X enthaltene 
Zahl z von der obigen Form 

2 = 2,0°+2,0+2, 
geht durch die erste, die identische Permutation in sich selbst, dureh die 
zweite und dritte in die eonjugirten Zahlen Z= 2,0 +2,0-+r, und 


‚ 


2’ = .,9"’+2,0"+zx, über; ist Z=u+tei, wo un,» reelle Zahlen bedeuten, 
während i= y—l ist, so Ist 2 = u-—oi. 
$ 2. 
Invarianten des Körpers K. 

Jede von Null verschiedene rationale Zahl © kann offenbar immer und 

nur auf eine einzige Weise in der Form 
oO = ab’c 

dargestellt werden, wo e rational ist, und a,b natürliche Zahlen bedenten, 
deren Produet ab dureh kein Primzahl-Quadrat theilbar ist; da in unserem 
Falle © nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl ist, so ist ausserdem 


ab —=1. 


Setzt man nun = ca, so wird die positive Zahl Yab‘, und da « 
irrational und in K enthalten ist, so ist auch K = R(«); da ferner 


a Ya:b' —h a’b ist, so wird, wenn man Ya’h — 1 setzt, 
a =bP, P’=ao, aß= ab; 
e=ab', BP’ =ab, 
und die allgemeine Form aller in K enthaltenen Zahlen z ist: 


z=3+zat+ryp, 


wo 2, z,y beliebige Zahlen in AR bedeuten. 
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Die mit « und die mit $ eonjugirten Zahlen «', @' und ?', P" er- 
xeben sich aus 
ce=9, «== H=- ca0, ca’ — (Q)' — 90° = c00° 
und aus 
ab=uß=«ß'=a"ßR", 
nämlich 


’ ı > u 


aa, a aa 


und hieraus folgt allgemein 


3 70} 2 ı 1 > 
z =3+ra0o+yßo, z =3z+zao +yPo 


oder 

x = (za—3)0+(yP—2)e, z = (ze—2)0’+(yP—2)0. 
Für das Supplement und die Norm der Zahl # erhält man daher (nach 
D.$ 176. 8.542 und $ 167. 5.486) die Darstellungen 


’ 2 


22" = (2a —3) —-(za— 3) (yP—z)+(yP-2) 
= (*—-abzy)+(ay —zz2)a+(b2—zy)P 
und 
N(x) = 222" = #—Sabzıy+ab’e+a’by". 


Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, alle diejenigen Zahlen z# in K zu 
finden, deren dritte Potenz rational ist. Nehmen wir an, es sei #=e, wo e 
eine rationale Zahl bedeutet, so folgt auch 2° =e, also muss 


z =z oder <=zo oder z# = 20° 
sein; da aber allgemein 


«—x2= (1-0) (zee—yP), 
(1-e)(-yP9), 


z —z0’ = (0’-o)(30-xe), 


ER 5, 
A —#0 


und ausserdem die Zahl oe nicht in Ä enthalten ist, so muss im ersten, 
zweiten, dritten Falle entsprechend 
zag=h, =2, e=%, 


s=y-D), 220 e=ule, 


l 


sn2=h zuyf, Leu 


sein. Im ersten Falle ist z rational, also R(z2)=R, und dasselbe gilt auch 
für den zweiten und dritten Fall, wenn x, resp. y= 0 ist; in allen diesen 
Fällen ist e die dritte Potenz einer rationalen Zahl. Soll also die Zahl x 
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(ebenso wie ©) die Kubikwurzel aus einer rationalen Zahl e sein, welche 
(wie ©) nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl ist, so geschieht dies 
nur im zweiten oder dritten Falle, wenn x, resp. y von Null verschieden 
gewählt wird, und gleichzeitig wird R(z)=K; vergleicht man ferner die 
Formen e=ab’r’, e=ba’y’ der Zahl e mit der Form Ö =ab’e‘, so er- 
giebt sich, dass alle diese irrationalen Zahlen z des Körpers K, deren dritte 
Potenz e rational ist, auf dasselbe Paar a, b oder b, a führen. Wir nennen 
daher diese beiden natürlichen Zahlen a, b, durch welche der reine kubische 
Körper K vollständig bestimmt ist, die /nvarianten des Körpers K. 


Da der Körper K durch Vertauschung von a mit 5 nicht geändert 
wird, so kann man, um alle reinen kubischen Körper K und jeden nur 
einmal zu erhalten, so verfahren: man betrachte alle natürlichen Zahlen, 





Nr. ab a b ab’ a’b k k" h 
1 2 2 1 2 4 6 1 | 
2 3 3 1 3 9 9 1 | 
3 5 re 5 25 15 2 1 
4 6 6 1 6 36 18 3 1 
; 6 3 2 12 18 18 3 1 
6 7 20h 7 49 21 2 3 
re 10 100 10 2 1 
= 10 h 2 20 50 30 6 3 
9 11 11 1 11 | 121 353 4 2 
10 13 13 1 13 169 39 4 3 
11 14 14 1 14 | 196 | 42 6 3 
(12) | 14 7 2 28 98 14 2 3 
13 15 15 1 15 225 45 6 2 
14 er 45 BI & 6 1 
a | 17 289 | 17 2 1 
(16) | 19 19 | 19 | 361 19 2 3 
17 21 21 1 21 | M1 | 63 6 Y 
18 21 7 3 63 147 63 6 6 
1 ;6 
2 
1 
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welche >1 und durch kein Primzahl- Quadrat theilbar sind, und zerlege 
jede auf alle Arten in zwei Faectoren a, b, von denen a der grössere ist; 
bezeichnet man dann mit « und / die positiven Kubikwurzeln aus ab’ und 
ab, so ist R(«) = R(P) ein reeller reiner kubischer Körper K, zu welchem 
jedesmal zwei conjugirte imaginäre reine kubische Körper K’, K” gehören. 
Hier folgt der Anfang einer solchen Tabelle (s. S. 45) aller reinen kubischen 
Körper X; die in ihr auftretenden Spalten A und 4” werden später ($$ 3, 4, 9) 
erklärt werden, und % bedeutet die Anzahl der Idealklassen des Körpers. 
s 3. 
Die in 3ab aufgehenden Primideale. 

Es sei o die Hauptordnung des Körpers K, d. h. der Inbegriff aller 

in ihm enthaltenen ganzen algebraischen Zahlen, und 
4()=D 
die Diseriminante oder Grundzahl von K(D.$ 175. 8.5385). Um o und D 
zu bestimmen, betrachten wir zunächst den Modul 
n=[1,e, /], 
d.h. den Inbegriff aller derjenigen Zahlen z=z-+ra@+yP, welche durch 
beliebige ganze rationale Zahlen z, x, y erzeugt werden; da die Basis- 
zahlen 1, «@, % ganze (algebraische) Zahlen sind, so gilt dasselbe von allen 
diesen Zahlen #%, d.h. der Modul n ist theilbar durch den Modul o, was 
in Zeichen durch n>>o oder (n, o)= 1 ausgedrückt wird (D.$ 171. 5. 510); 
zugleich ist 
I(w) = D(o,n)‘, 

wo (o,n) die Anzahl der nach dem Modul n incongruenten Zahlen in o 
bedeutet (D. $ 175. 8.539). Zufolge der Definition der Disceriminante eines 
Moduls (D. $ 175. 8.536) ist nun /(n) das Quadrat der Determinante 


7] 


1.5: l,oe, 
l,a,# = 1,ag, Pe’); = 3aPpfle'—e), 
ı1,e", P" 1, «o', Po 

und da «a? =ab, und (e0’—-e) = —3 ist, so ergiebt sich 


AwW)=-3(3ab)‘; 


aus der Vergleichung mit der obigen Form von (mn) folgt, dass die Anzahl 


(0, n) ein Divisor von 3ab, also 
ab = k(o,n), D= —-3K 
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ist, wo %k eine natürliche Zahl bedeutet. Die Bestimmung dieser für alles 
Folgende sehr wichtigen Zahl %k wird erleichtert, wenn wir vorher alle in 
3ab aufgehenden Primideale des Körpers K aufsuchen, unter welchen sich 
jedenfalls auch alle in der Grundzahl D aufgehenden Primideale befinden; 
mit dieser ohnehin unerlässlichen Aufgabe wollen wir uns daher jetzt 
beschäftigen. 

Betrachten wir zunächst ein in « aufgehendes Primideal p, so muss 
die durch p theilbare natürliche Primzahl p, welche zugleich die kleinste 
in p enthaltene natürliche Zahl ist (D. $ 179. S. 563), ebenfalls in a auf- 
sehen, und da ab nicht durch p’ theilbar ist, so wird 

eo = ab’ =pg. 


wo q nicht durch p, also auch nicht durch p theilbar ist; da nun p in 


2 
3 


p, pg, @, also auch in « aufgeht, so muss p’ in pg, also auch in p auf- 
eehen; nach einem allgemeinen, aus der Betrachtung der Normen folgenden 
Satze kann aber die Anzahl der (gleichen oder verschiedenen) Primideale, 
deren Product = op ist, nicht grösser als der Grad des Körpers, in unserem 


>) 


Falle also nicht grösser als 3 sein: mithin ist 

wer  Na)Sten)>p, 
d.h. op ist die dritte Potenz eines Primideals p vom ersten Grade (D.$ 180, 
5.565). Ganz dasselbe gilt offenbar für alle in 5 aufgehenden natürlichen 
Primzahlen p und Primideale p. 

Ein anderer Weg, um zu dem vorstehenden Resultate zu gelangen, 
stützt sich auf die Multiplication und Reduetion der endlichen Moduln 
(D. $ 170. 5.502 und $ 172. 8. 519): wir wollen ihn kurz andeuten, seine 
nähere Ausführung aber, weil sie keine Schwierigkeit darbietet, dem Leser 
überlassen. Jeder natürliche Divisor m von ab hat die Form m=ab. 
wo a, Divisor von a, b, Divisor von 5b ist: betrachtet man nun den Modul 

m = |m, eo, |, 
so findet man leicht 


1 


m = [m, a,a, b,?), m’ = mn: 


_ 


da nun on =o ist, weil n die Zahl 1 enthält, so ergiebt sich 

om = (om), 
wo om offenbar ein Ideal ist. Als specieller Fall entspringt hieraus für 
das oben mit p bezeichnete Primideal die Darstellung 


r a 
v=D IP; 0. P). 
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Unsere Aufgabe, alle in 3ab aufgehenden Primideale zu finden, ist 
durch das Vorstehende offenbar erledigt, wenn ab durch 3 theilbar ist; im 
entgegengesetzten ‚Falle, wo 

a=b' = (mod. 3), 
kommt es aber noch darauf an, die Zerlegung von 03 in Primideale zu 
finden, und hierbei werden wir auf eine wichtige Eintheilung aller reinen 
kubisehen Körper K in zwei verschiedene Arten geführt werden. Hierzu 
betrachten wir die irrationale ganze Zahl 
u=0—d, 
welche zufolge « = ab’ der irredueibelen Gleichung 
u -+3au+3au+ala —b’) = 0 
genügt. Da der Coeffieient 3a’ von « im dritten Gliede nicht durch 9 
theilbar ist, so kann uw nicht durch 5 theilbar sein (D. $ 173. 8. 531), aber 
das erste Glied «° ist durch 3 theilbar, weil dies von allen folgenden 
Gliedern gilt. Aus der Existenz einer durch 3 nicht theilbaren Zahl «, 
deren dritte Potenz durch 3 theilbar ist, folgt bekanntlich, dass 03 nicht 
ein Produet von lauter verschiedenen Primidealen, sondern durch das Quadrat 
eines Primideals p theilbar ist; setzt man demgemäss 
05 = p’Pp,, 
so folgt aus der Betrachtung der Normen leicht, dass p und p, Primideale 
ersten Grades sind; denn wenn man N(p) = 3”, N(p,) = 3" setzt, wo 
m — 1, n—0, so folgt N(03) = 3° = 3°", also 5 = 2m+n, mithinm=n=1; 
es ist daher 
Np)=Np)=3, 

und folglich ist auch p, ein Primideal. Aber nun entsteht die Frage, ob 
p, identisch mit p ist oder nicht; hierauf antwortet der folgende 

Satz: Die in der Zerlegung 05 =y'p, auftretenden Primideale ersten 


Grades Y, p, sind gleich oder verschieden, je nachdem a’—b' untheilbar oder 
theilbar durch 9 ist. 


Zum Beweise benutzen wir die obige kubische Gleichung, welche 
zufolge u+a= « die Form 


u’ + B3aaru+ ala’ —b’) = 0 


annimmt, und bezeichnen mit r den Exponenten der höchsten in (a’—b’) 
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aufgehenden Potenz von 3, welcher jedenfalls —1 ist, während a und « 


relative Primzahlen zu 3 sind. Ist nun erstens p=p, also 03 =p, und 


p' die höchste in « aufgehende Potenz von p, so ist 152, weil « durch 
p, aber nicht durch 3 theilbar ist, und die Exponenten der höchsten in u‘, 
3aau, a(a’—b’) aufgehenden Potenzen von p sind der Reihe nach 3s, 
3+s, 3r. Die beiden ersteren sind von einander verschieden, weil 3+s 
nicht durch 3 theilbar ist, und da der kleinere von ihnen zufolge der obigen 
Gleiehung mit dem dritten 3r übereinstimmen muss, so ergiebt sieh 
3r = 3s<3+sZ5, also r=s=]1, mithin ist (a —b’) nicht durch 9, und u 
nicht durch »’ theilbar. Ist aber zweitens p verschieden von »,. also 


03=p'p, nicht theilbar durch p,, so ist pi} die höchste in (a’—b’) auf- 


> > 


gehende Potenz von p,; da nun «’ durch 5, also « gewiss durch p, theil- 
bar ist, so sind die Zahlen «’, Sau mindestens durch p; theilbar: zufolge 
der obigen (Gleichung muss daher auch (a’—b5’) durch p} theilbar sein, 
mithin ist r—2, also (a’—b’) theilbar durch 9. — Die beiden einander aus- 


schliessenden Annahmen über p und p,, welche alle Fälle erschöpfen, führen 
also zu zwei Folgerungen über die Zahl (a’—b"), welche ebenfalls einander 
ausschliessen und alle Fälle erschöpfen; mithin muss umgekehrt p = p, oder 
p von p, verschieden sein, je nachdem (a’— 5’) untheilbar oder theilbar 
durch 9 ist, w. z. b. w. 

An den vorstehenden Satz knüpfen wir noch die folgenden Be- 
merkungen. Obgleich derselbe nur für den Fall ausgesprochen und be- 
wiesen ist, wo ab nicht durch 3 theilbar ist, so umfasst er doch offenbar 
auch den schon vorher erledigten Fall, wo ab durch 3 theilbar ist, weil 
dann ebenfalls 05 =p‘, und a’—b’ nicht einmal durch 3, geschweige durch 9 
theilbar ist. Wir theilen daher alle reinen kubischen Körper K nach dem 
Verhalten der Zahl 3 in zwei Arten ein und nennen K einen Körper erster 
oder zweiter Art, je nachdem a’—b’ untheilbar oder theilbar durch 9 ist, 
oder — was nach dem Vorstehenden hiermit gleichbedeutend ist — je 
nachdem die in der Zerlegung 05 = p’p, auftretenden Primideale p, p, gleich 
oder verschieden sind. 

Hierauf wollen wir den Fall eines Körpers X von zweiter Art noch 
etwas näher betrachten; dann kann man 


"=b"=1-3ec (mod. 9) 


setzen, wo c eine nach dem Modul 5 bestimmte „ganze rationale Zahl 
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bedeutet. Da das Product a’—b’ der beiden Faetoren a+b durch 9 theilbar, 
ihre Summe 2a aber untheilbar durch 3 ist, so können sie nicht beide durch 3 
theilbar sein, und folglich muss einer von ihnen durch 9 theilbar sein; mithin ist 


a=+b (mod. 9), 


und umgekehrt folgt hieraus, dass K ein Körper zweiter Art ist. Unter 
den 21 Körpern der Tabelle am Schlusse von $ 2 sind daher die 5 durch 
Einklammerung ihrer Nummern (7), (12), (15), (16), (20) kenntlich ge- 
machten Körper von zweiter, die übrigen 16 von erster Art. Wir wollen 
nun darauf ausgehen, die beiden in 3 aufgehenden Primideale p, p, deutlich 
zu unterscheiden. Da die dritte Potenz der Zahl v= «-—a durch 3 theilbar 
ist, so muss a durch pp, also «°” durch p’p; = 3p,, mithin auch durch 3 
theilbar sein; nun ist aber 

uw = (a—a) = a —2ao+a’ = bP—2ar-+ a 

= (l+aa+bP)+ (a —1— Bau), 

und da der zweite eingeklammerte Bestandtheil offenbar durch 3 theilbar 
ist, so gilt dasselbe auch von dem ersten; setzen wir daher 


1+aa+bP 


97 


7 > 


I 
so ist y eine ganze Zahl; durch Einführung derselben geht die obige 
Gleichung, weil @—-1=-—3ec (mod. 9) ist, in die Congruenz 
w“=3(y—-c-ae) (mod. 9) 
über, und da die Zahlen «® und 9 durch 3», theilbar sind, so folgt 
y=c-+ac(mod.p,); da ferner «=e«-a durch p, theilbar, also e=a, 
ace=a’=1 (mod.p,) ist, so ergiebt sich 
y=c+1 (mod.p,). 

Um eine ähnliche Congruenz für das andere Primideal p zu er- 

halten, setze man die kubische Gleichung, deren Wurzel « ist, in die Form 


u(wW+3ao)+a(a—b) = (0; 
da a —b' durch 9, also durch p* theilbar ist, so folgt hieraus die Congruenz 
uw +3ae)=0 (mod. p*); 
nun ist «. zwar durch pp,, aber nicht durch p” theilbar (weil sonst « durch 
p’p,, also durch 3 theilbar wäre), mithin 


u +3aea=0 (mod.p’); 
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vergleicht man dies mit der obigen Congruenz 
u +3aa=3(y—c) (mod. 9), 
welche, weil 9 durch p* theilbar ist, auch für den Modul p’ gilt, so folgt 
dass 3(y-—ce) durch p’ theilbar ist, und da 3 zwar durch p’, aber nicht 
durch p° theilbar ist, so ergiebt sich die gesuchte Congruenz 
v=c (mod.p). 

Besonders hervorzuheben ist aber noch das obige Resultat, dass es 
in jedem Körper zweiter Art eine ganze Zahl y giebt, welche nicht in dem 
Modul n enthalten ist; hieraus folgt, dass die Hauptordnung o ein echter 
Theiler von n, also (o, nm) >1 ist. 


$ 4. 
Die Grundzahl D. 

Mit Hülfe der eben geführten Untersuchung über die in 3ab auf- 
gehenden Primideale gelingt es nun ohne Schwierigkeit, die Hauptordnung o 
jedes reinen kubischen Körpers K und hiermit seine Grundzahl D, sowie 
die in den Gleichungen 


3ab = k(o,n), D= — 3%’ 


auftretenden natürlichen Zahlen % und (o,n) zu bestimmen. Nach einem 
allgemeinen Satze der Modultheorie (D. $ 171. I. S. 511) ist o(o,n) >n, 
d.h. jede Zahl des Moduls o wird durch Multiplieation mit (o,n) in eine 
Zahl des Moduls n verwandelt. Bedeutet daher » jede beliebige ganze Zahl 


\ 


des Körpers K, d. h. jede in o enthaltene Zahl, so wird (o,n)w, also auch 


F 


k(o,1n)»o=3abw in dem Modul n enthalten sein, und folglich ist 
sabv=z+ra-+yP, 
wo 2,2, 9 ganze rationale Zahlen bedeuten; um daher alle Zahlen » zu 
finden, haben wir alle Systeme z, z, y zu suchen, für welche 
z+ra+yP=0 (mod.3ab) 
wird. Bedeutet nun zunächst p eine in a aufgehende natürliche Primzahl, 
so ist, wie in $3 gezeigt ist, 0op=p°, und da ® =ab’, P’=a’b ist, so 
leuchtet ein, dass p die höchste in «, und p’ die höchste in  aufgehende 
Potenz des Primideals p ist. Aus der Congruenz 
z+r2e+yß =0 (mod. p°) 


folgt daher zunächst s3= 0 (mod. p). mithin muss z als rationale Zahl auch 


ge“ 
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durch p, also durch p’ theilbar sein (D.$ 179. 8.563), und hierdurch 
kommt die vorstehende Congruenz auf 


za-+yß = 0 (mod. p°) 


zurück. Aus dieser Congruenz folgt wieder c& =0 (mod. p”), und da « 
nicht durch p’ theilbar ist, so muss die. rationale Zahl x durch p, also 
auch durch p theilbar sein. Hierdurch redueirt sich unsere Congruenz 
auf 4% = 0 (mod. p°), und da % nicht durch p’ theilbar ist, so muss auch 
die rationale Zahl y durch p, also auch durch p theilbar sein. Mithin sind 
alle drei Zahlen 3, x, y durch p theilbar. 

Öftenbar gilt ganz dasselbe für jede in 5, also für jede in ab auf- 
gehende natürliche Primzahl p, und da ab ein Produet von lauter ver- 
schiedenen Primzahlen p ist, so müssen die ganzen rationalen Zahlen z, x, y 
alle durch ad theilbar, also von der Form 

s = abw, x = abu, y = abo 
sein, wo ®,a,v wieder ganze rationale Zahlen bedeuten; zugleich wird 
30 = w-+ua-+toß, 
mithin ist 085 >n, d.h. jede ganze Zahl ® wird schon durch Multiplieation 
mit 3 in eine Zahl des Moduls n verwandelt. 

Ist nun ab theilbar durch 3, gehört also die Zahl 5 zu den eben 
betrachteten Primzahlen p, so müssen auch die Zahlen w, «, oe durch 3 
theilbar sein, mithin ist jede Zahl ® auch in n enthalten, d.h. es ito=n, 
(o,n)=1, k= dab. Betrachten wir ferner den anderen Fall, in welchem 
K ebenfalls ein Körper erster Art, also a =b’=1 (mod. 5), aber a’—b’ 
nicht durch 9 theilbar ist, so ist (nach $ 3) auch jetzt 08=Pp", und die 
Zahl «= e@—a ist durch p, aber nicht durch p’ theilbar. Multiplieirt man 
nun mit 5 und bedenkt, dass 5 = «’= (u-+a) ist, so wird 

5bw = bw+bu(u-+a)+e(u-ra) 
= nmtru+nu, 
wo die Zahlen 


2, = bw-+abu-+a'r, x, = bu+2ar, = 
ebenfalls ganze rationale Zahlen sind und der Congruenz 
zu tzutmu=0 (mod. p°) 


genügen; da aber p und p° die höchsten resp. in « und «” aufgehenden 
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Potenzen von p sind, so ergiebt sich ebenso wie oben, dass die Zahlen 


2, 2,% der Reihe nach durch p, also auch durch 3 theilbar sind, und 
hieraus folgt offenbar, dass auch die Zahlen o,a,w der Reihe nach dureh 
3 theilbar sind; mithin ist auch in diesem Falle jede Zahl » in dem 
Modul n enthalten, und es gilt folglich der 

Satz. Ist K ein Körper erster Art, so ist 


) 


k=3ab, D=—3k. 
Zugleich ergiebt sich für diesen Fall, wie der Leser aus $ 3 leicht 
ableiten wird, die folgende Darstellung aller in der Grundzahl D auf- 
eehenden Primideale p. Geht p in ab auf, so ist 


p = |p, oe, P], 
wo p wieder die durch p theilbare natürliche Primzahl bedeutet; geht 


aber p nicht in ab auf, ist also =, und ab nicht theilbar dureh 3, so ist 


l« 


p = 3, e—a, P—b)]. 

Hierauf wenden wir uns zu den Körpern K von zweiter Art, also 
zu den Körpern K, welche durch die Congruenz a= + b (mod. 9) charak- 
terisirt sind, woraus zugleich folgt, dass ab nicht durch 3 theilbar ist. 
Wir haben schon am Schlusse von $ 3 hervorgehoben, dass in diesem 
Falle die Hauptordnung o ein echter T'heiler des Moduls n, also (o,n)>1 
ist; da ferner in dem gegenwärtigen $ 4 bewiesen ist, dass der Modul n 


immer ein 'Theiler des Hauptideals 03 ist, so ist nach zwei allgemeinen 


Sätzen der Modul- und Idealtheorie (D. $ 171. 8. 510 und $ 180. S. 564) 
(0, n) (n, 03) = (0, 03) = N(03) = N(3)) = 3°, 

also ist (o,n) eine der Potenzen 3, 3°, 3°: zufolge $ 3 ist aber auch 

3ab = kf(o,n), und da ab nicht durch 3 theilbar ist, so ergiebt sich (o. ıı) = 3. 

k=ab. Es ist nun auch leicht, die Hauptordnung o als endlichen Modul 

darzustellen. Zu diesem Zweck erinnern wir an das in $ 5 gewonnene 

Resultat, dass die in n nicht enthaltene Zahl 


1+ac+bB 


> 
.) 


Y 58 
eine ganze Zahl, also in o enthalten ist; setzen wir daher 
0, =n+[y]=[1,e,/,y], 


so ist der Modul o, ein Vielfaches von o und zugleich ein Theiler von n 
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(nämlich der grösste gemeinsame Theiler von n und [y]), und hieraus folgt 
nach dem schon vorher benutzten Modulsatze 

(0, 0,)0,)= (0,1) = 3; 
da endlich die in o, enthaltene Zahl y nicht in n enthalten, also o, ein 
echter 'Theiler von n, mithin (o,n)>1 ist, so folgt”), dass (0,1)=3, 
(0,0,)=1, also o=o, sein muss, womit die gesuchte Darstellung von o 
gefunden ist. DBedenkt man noch, dass 1=3y-aa—bP ist, so leuchtet 
ein, dass op auch als dreigliedriger Modul |y, «, ?] darstellbar ist. Das 
Itesultat unserer Untersuchung besteht daher in dem folgenden 

Satz. Ist K ein Körper zweiter Art, so ist 
o=ı+[y]= [1,«,ß, y) = [y, e, P], 

k= ab, D=—3#. 

Auch für diesen Fall lässt sich die Darstellung der in D auf- 
vehenden Primideale p in Form von endlichen Moduln leicht aus $ 3 ab- 
leiten; da sie aber für den weiteren Verlauf unserer Untersuchung nicht 
erforderlich ist, so begnügen wir uns, die Resultate kurz anzugeben. Geht 
die durch p theilbare natürliche Primzahl p in ab auf, so ist 

P= [pr ,d]= ol, Pl; 

ist aber p=3, so findet man für die in der Zerlegung 05 =p'p, auf- 
tretenden Primideale p, p, und deren Produet die Darstellungen 

pp, = 3, @a—a, P—b], 

p=pp+[lr-el=[3,7-0,0-a, Pb], 

pP, = pp. +[y—e- 1] ” [3; y-c-1l,.-a, P-b], 
und das Product pp, ist zugleich der Führer der Ordnung u, d. h. der 
(Quotient n:o oder auch der grösste gemeinsame Theiler aller in der Ordnung u 
enthaltenen Ideale (D. $ 180. 8. 572). — 

Nachdem in allen Fällen gezeigt ist, wie die Grundzahl D=—3%’ 
von den beiden Invarianten a, b abhängt, bemerken wir zum Schluss, 
dass — im Gegensatz zu der Theorie der quadratischen Körper — der 
reine kubische Körper K oder vielmehr das System der drei conjugirten 
Körper K, K', K" offenbar durch die gemeinsame Grundzahl D im allgemeinen 


*) Diese Folgerung (9,,n) => bestätigt sich leicht durch die Bemerkung, dass 
die drei Zahlen O, y, 2y offenbar ein Restsystem von vo, nach n bilden (D. $ 171. S. 509). 
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noch nicht vollständig bestimmt ist; so z. B. tritt in den beiden Zeilen 4 
und 5 der Tabelle ($ 2) derselbe Werth #= 18 auf, mithin haben die 
beiden gänzlich verschiedenen Körpersysteme |K, K', K', von denen das 


3 3 
eine durch Y6, das andere durch Y12 erzeugt wird, dieselbe Grundzahl 
D=-—2°.3°, und Aehnliches wiederholt sich in den Zeilen 13, 14 und in 


den Zeilen 17, 18 der Tabelle. Dass dieselbe Erscheinung auch bei 
Körpern zweiter Art auftritt, zeigt die Vergleichung des Invariantenpaars 
a=34=2-.17, b=7 mit dem Invariantenpaar «= 119 = 1-11, b=2, 
denen derselbe Werth k=ab=2-7-17, also dieselbe Grundzahl D= — 3.2.7 17 
entspricht, weil in beiden Fällen «= b (mod. 9) ist. 
Sn. 
Die in der Grundzahl nicht aufgehenden Primideale. 

Wir wenden uns jetzt zu der Aufgabe, auch alle diejenigen natür- 
lichen Primzahlen p, welche »icht in der Grundzahl D aufgehen, in ihre 
idealen Primfactoren p zu zerlegen. Um die Körper von erster und zweiter 
Art gemeinsam zu behandeln, erinnern wir daran, dass (nach $ 4) jede 
ganze Zahl » in K durch Multiplieation mit 3 jedenfalls in eine Zahl des 
Moduls n=[l,«, | verwandelt wird; da p= +1 (mod. 3), so ist also 
auch das Produet (1 Fp)w, welches = w(mod. p) ist, in n enthalten, und 
man kann daher immer 

o=3+r0+yP (mod. p) 

setzen, wo 2,2,y ganze rationale Zahlen bedeuten. Durchläuft jede von 
ihnen ein bestimmtes System von p ineongruenten Zahlen (mod. p), so 
nimmt der Ausdruck rechter Hand p’ verschiedene Werthe » an, und jede 
in enthaltene Zahl ist wenigstens einer dieser Zahlen » eongruent (mod. p): 
zufolge der vorstehenden Congruenz ist aber auch jede ganze, d. h. jede 
in o enthaltene Zahl » mit einer Zahl » congruent, und da die Anzahl 
(0,0p) aller nach p incongruenten Zahlen » ebenfalls = N(op) = N(p) = p’ 
ist, so ergiebt sich, dass die genannten Zahlen » sämmtlich incongruent 
(mod. p) sind und folglich ein Restsystem von o nach op bilden (D. $ 180. 
S. 564); es kann daher auch zur dann »=( (mod. p) werden, wenn 
zs=er=y=0( (mod. p) ist.*) 

*) In der Zeichensprache der Modul- und Idealtheorie (D. $ 169. S. 496, 498 
und $ 171. S. 510 und $ 180. S. 564) drücken sich diese Beziehungen zwischen 0, n 


und p auf folgende Weise aus: ntop=o, n—op=np, also (n,op) = (n,np) 
= (0,0p)=N(p) = p". 
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(nämlich der grösste gemeinsame Theiler von n und [y]), und hieraus folgt 
nach dem schon vorher benutzten Modulsatze 


(0,0,)0,)=(0,n)=3; 
da endlich die in o, enthaltene Zahl y nicht in ı enthalten, also o, ein 
echter 'Theiler von n, mithin (,n)>1 ist, so folgt”), dass (0,1) =3, 
0,0,)=1, also o=D, sein muss, womit die gesuchte Darstellung von o 
gefunden ist. Bedenkt man noch, dass 1=3y-aa—bP ist, so leuchtet 
ein, dass o auch als dreigliedriger Modul [y, «, %] darstellbar ist. Das 
Itesultat unserer Untersuchung besteht daher in dem folgenden 

Satz. Ist K ein Körper zweiter Art, so ist 
o=1+[y]= [1,e,P,7]=1n Pl, 

k=ab, D=—3k. 

Auch für diesen Fall lässt sich die Darstellung der in D auf- 
eehenden Primideale p in Form von endlichen Moduln leicht aus $ 3 ab- 
leiten; da sie aber für den weiteren Verlauf unserer Untersuchung nicht 
erforderlich ist, so begnügen wir uns, die Resultate kurz anzugeben. Geht 
die durch p theilbare natürliche Primzahl p in ab auf, so ist 


P= [pr ,5]=olpe, Pl; 

ist aber p=3,. so findet man für die in der Zerlegung 05 =p'p, auf- 
tretenden Primideale p, p, und deren Produet die Darstellungen 

pp, = [3,a@a—a, P—b], 

P = pp +[7-el = [3, y—0,0—a, P—b], 

pP, = pp +ly—e- 1] oe 13, a 1, 2. — 4, P-b], 
und das Product pp, ist zugleich der Führer der Ordnung u, d. h. der 
(Quotient n:o oder auch der grösste gemeinsame Theiler aller in der Ordnung n 
enthaltenen Ideale (D. $ 180. 8. 572). — 

Nachdem in allen Fällen gezeigt ist, wie die Grundzahl D= —3%’ 
von den beiden Invarianten a, 5b abhängt, bemerken wir zum Schluss, 
dass — im Gegensatz zu der T'heorie der quadratischen Körper — der 
reine kubische Körper K oder vielmehr das System der drei conjugirten 
Körper K, K', K" offenbar durch die gemeinsame Grundzahl D im allgemeinen 


*) Diese Folgerung (9,,n)=>3 bestätigt sich leicht durch die Bemerkung, dass 
die drei Zahlen O, y, 2y offenbar ein Restsystem von vo, nach n bilden (D. $ 171. S. 509). 
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noch nicht vollständig bestimmt ist; so z. B. tritt in den beiden Zeilen 4 
und 5 der Tabelle ($ 2) derselbe Werth = 18 auf, mithin haben die 


beiden gänzlich verschiedenen Körpersysteme |K, K', K', von denen das 
3 3 
eine durch Y6, das andere durch Y12 erzeugt wird, dieselbe Grundzahl 


— —2°.3°, und Aehnliches wiederholt sich in den Zeilen 13, 14 und in 
den Zeilen 17, 18 der Tabelle. Dass dieselbe Erscheinung auch bei 
Körpern zweiter Art auftritt, zeigt die Vergleichung des Invariantenpaars 
a=34=2-17, b=7 mit dem Invariantenpaar a=119= 1-11, b=2, 
denen derselbe Werth k=ab=2-7-17, also dieselbe Grundzahl D= — 3-.2°.7-17 
entspricht, weil in beiden Fällen «= b (mod. 9) ist. 

Sn. 
Die in der Grundzahbl richt aufgehenden Primideale. 

Wir wenden uns jetzt zu der Aufgabe, auch alle diejenigen natür- 
liehen Primzahlen p, welche nicht in der Grundzahl D aufgehen, in ihre 
idealen Primfaetoren p zu zerlegen. Um die Körper von erster und zweiter 
Art gemeinsam zu behandeln, erinnern wir daran, dass (nach $ 4) jede 
ganze Zahl » in K durch Multiplieation mit 3 jedenfalls in eine Zahl des 
Moduls n=[1,«, 5] verwandelt wird; da p= +1 (mod. 3), so ist also 
auch das Produet (1 F p)o, welches = w(mod. p) ist, in n enthalten, und 
man kann daher immer 

o=3+rae+yP (mod. p) 

setzen, WO 2,2,y ganze rationale Zahlen bedeuten. Durchläuft jede von 
ihnen ein bestimmtes System von p incongruenten Zahlen (mod. p), so 
nimmt der Ausdruck rechter Hand p* verschiedene Werthe » an, und jede 
in n enthaltene Zahl ist wenigstens einer dieser Zahlen » congruent (mod. p): 
zufolge der vorstehenden Congruenz ist aber auch jede ganze, d. h. jede 
in o enthaltene Zahl » mit einer Zahl » congruent, und da die Anzahl 
(0,0p) aller nach p incongruenten Zahlen » ebenfalls = N(op) = N(p) = p’ 
ist, so ergiebt sich, dass die genannten Zahlen » sämmtlich ineongruent 
(mod. p) sind und folglich ein Restsystem von o nach op bilden (D. $ 180. 
S. 564); es kann daher auch „nur dann w=() (mod. p) werden, wenn 
zs=r=y=0( (mod. p) ist.*) 

*) In der Zeichensprache der Modul- und Idealtheorie (D. $ 169. S. 496, 498 
und $ 171. S. 510 und $ 180. S. 564) drücken sich diese Beziehungen zwischen o, n 


und p auf folgende Weise aus: n+op=o, n—op=np, also (n,0p) = (n,np 
= (0,0p)=N(p) = p*. 
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Benutzt man nun den für alle ganzen algebraischen Zahlen &, n,... 
geltenden Satz (D. $ 185. 8. 617) 
+n+S4+Y=$’+nP+&’+-.- (mod. p) 

und bedenkt, dass nach Fermat für jede ganze rationale Zahl z immer 
»’=z (mod. p) ist, so ergiebt sich 

"zz +ra+yß" (mod. p) 
und durch Wiederholung dieses Verfahrens allgemein 

we = sta +ypr (mod. P): 
wo n jede natürliche Zahl bedeutet. Das Verhalten der Primzahl p ist 
nun ganz verschieden, je nachdem p=+1 oder p=—1 (mod. 3) ist; wir 
trennen daher unsere Untersuehung in zwei Haupttheile und betrachten 
zuerst den einfacheren Fall 


I. p=3m—-l=-1 (mod. 3). 


Dann it !? —1l=(p+1l)(p-1l)=3m(p-—1), und da ab nicht durch p 
theilbar ist, so folgt aus dem Satze von Fermat 
o=(ab"PM)=]1 (mod.p) 
PF=(ab"P=1 (mod.p), 
also 


az=a, PP 


=/ß (mod. p), 
und folglich genügt jede ganze Zahl ® des Körpers K der Congruenz 


vo’ =w (mod.p). 


Hieraus folgt erstens, dass p durch kein Primidealquadrat theilbar 
sein kann; denn wenn in irgend einem endlichen Körper jede ganze Zahl w 
einer Congruenz von der Form 
v=lhn+uw+vo'+ +. (mod. a) 


genügt, wo a ein bestimmtes Ideal, und A, «,v... bestimmte ganze Zahlen 
dieses Körpers sind, so müsste, wenn a durch das Quadrat eines Primideals p 
theilbar wäre, jede durch p theilbare Zahl » auch durch p’ theilbar, d. h. 
es müsste p selbst durch p’ theilbar sein, was unmöglich ist. 

Da ferner die Anzahl der incongruenten Wurzeln »® der obigen 
Congruenz = (0,0p) =p’, also grösser als ihr Grad p’ ist, so folgt zweitens 
D.$180. 8.570), dass op selbst kein Primideal, also ein Produet von zwei 
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oder drei verschiedenen Primidealen ist. Im letzteren Falle müssten diese 
drei Primideale, weil das Produet ihrer Normen = N(op) = p’ ist (D. $ 180. 
S. 564), alle vom ersten Grade sein, es müsste daher (D. $ 180. V. 8. 570), 
wenn w jede ganze Zahl bedeutet, w@—- wo durch jedes dieser Primideale. 
also auch durch ihr Product op theilbar sein; nun ist aber z. B. «’ 
= Rd — (ab, und ®=bP, also @”=gP, wo g eine ganze rationale 
Zahl bedeutet, mithin ist die in n enthaltene Zahl a —a”’ = a«—g/ nicht 
durch p theilbar, und folglich unsere Annahme unzulässig. Das kesultat 
unserer Untersuchung besteht also darin, dass op ein Product von zwei ver- 
schiedenen Primidealen p,p, ist; offenbar muss das eine vom ersten, das 
andere vom zweiten Grade sein, und wir können daher 
p=pp, Nm=p Np)=Pp 
setzen. — Hierauf wenden wir uns zu dem Falle 
ll. p=3m+l=+1 (mod. 3). 

Dann hat bekamntlich (D. $ 31. 8.75) die Öongruenz «= 1 (mod. p) 

drei incongruente rationale Wurzeln v=1,r, r’, wo 
"+r+1=0  (mod.p) 

ist; ‚bedeutet ferner ce irgend eine durch p nicht theilbare ganze rationale 
Zahl, so ist "= c”"=1 (mod.p), und folglich e* =r’ (mod. p), wo der 
Exponent e nach dem Modul 5 bestimmt ist; je nachdem e durch 3 theilbar 
oder untheilbar ist, ist die Zahl e Aubischer Rest oder Nichtrest von p, d.h. 
die Congruenz w’=c (mod. p) hat im ersten Falle drei incongruente Wurzeln w, 
im letzteren gar keine. 





Wendet man dies auf die Zahl e=ab’ an und bedenkt. dass 
(ab’) (a’b) = (ab)’ ist, so kann man gleichzeitig 
f EIN un net f „E\m oe ui ; 
(ab)" =r‘, (ab)"=ı (mod. p) 


setzen, und hieraus folgt 


e=or, a=oar“ a’=a \ 

| 
Ip — /e) „2 *p? — /.) € Ip? PEN D | (moc . p b) 
[? ==: 99 4 jF == 38, 7 = /J 


mithin genügt jede ganze Zahl » der Congruenz 
w’ = w (mod. p). 
Hieraus folgt wieder erstens, dass p durch kein Primidealquadrat 


theilbar ist. Wir wollen zweitens beweisen, dass p durch kein Primideal 
Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 1. fe) 
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zweiten Grades p theilbar sein kann; wäre dies nämlich der Fall, so müsste 
(D. $ 180. V. 8.570) jede ganze Zahl » ausser der vorstehenden auch den 
Congruenzen »” = w (mod. p), = w’ (mod. p), mithin auch der Congruenz 
w’=w(mod.p) genügen; dann wäre aber die Anzahl (0, p) = N(p) = p’ der 
incongruenten Wurzeln » dieser letzten Congruenz grösser als ihr Grad p, 
was unmöglich ist (D. $ 180. 8. 570), und folglich ist unsere Annahme, p sei 
durch ein Primideal zweiten Grades theilbar, unzulässig. 


Es bleiben daher nur zwei Fälle übrig: entweder ist op ein Product 
von drei verschiedenen Primidealen ersten Grades p, p,, p,, oder op ist selbst 
ein Primideal dritten Grades. Im ersteren Falle ist w—w für jede ganze 
Zahl ® durch jedes der drei Primideale p,p,, p,, also auch durch ihr 
Product op theilbar; wendet man dies auf die Zahl »=« an, so folgt, dass 
a(1—r’) durch p theilbar ist, und da « relative Primzahl zu p ist, so er- 
giebt sich = 1 (mod.p), also e= (0 (mod. 3), d.h. die Zahl ab’ (und 
ebenso a’b) ist kubischer Rest von p. Umgekehrt, wenn dies der Fall, 
also e durch 3 theilbar ist, so folgt «=«, P?=P (mod.p), also auch 
allgemein = w (mod. p), und es kann daher op kein Primideal sein, weil 
sonst die Anzahl (o, op) = p’ der incongruenten Wurzeln » dieser Congruenz 
grösser als ihr Grad p wäre. Das Resultat unserer Untersuchung besteht 
also hierin: Es ist 


op = pp, Np)=Np)=Np)=p, 
wo pP, P,, P, drei verschiedene Primideale bedeuten, oder es ist op selbst ein 
Primideal dritten Grades, je nachdem die Zahl ab’ kubischer Rest oder Nicht- 
rest von p ist. 


$ 6. 

Die Dirichletsche Idealfunction. 
Das Ziel, welches wir in der gegenwärtigen Abhandlung zu erreichen 
suchen, besteht in der Destimmung der Anzahl h der Idealklassen im Körper K. 
Die hierzu führende, von Dirichlet vorgezeichnete Methode stützt sich be- 

kanntlich (D. $ 184. S. 609-611) auf die Betrachtung der Function 

1 1 

ie; = Na) u u. Se 
N(p)' 
wo a in der Summe alle Ideale, und p in dem Produete alle Primideale 
des Körpers durchläuft, und zwar kommt Alles darauf an zu untersuchen, 
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wie sich diese Function J der Variabelen s für unendlich kleine positive 
Werthe von s—1 verhält. Bezieht sich nämlich das Grenzzeichen lim auf 
diese Annäherung der Variabelen s an die Zahl 1, so wird 
lim(s—1)J=gh, 
wo h die Klassenanzahl der Ideale, und g eine wesentlich von der Grund- 
zahl D und von den Einheiten des Körpers abhängende Constante bedeutet, 
deren allgemeiner Ausdruck 
u 2’n"”E 
v(D) 
jetzt für unseren Fall eines reinen kubischen Körpers K zu speecialisiren ist. 
Der Nenner y(D) ist die positive Quadratwurzel aus dem absoluten 
Werthe (D) der Grundzahl D= — 3%, also y(D) = kV3, wo Y3 positiv, und 
k=3ab oder=ab ist, je nachdem K ein Körper erster oder zweiter Art 
ist. Das Zeichen z hat die gewöhnliche Bedeutung der Ludolfschen Zahl 
3,14159..., und » ist der Grad des Körpers K, also n=3. Die Zahl v 
ist dadurch bestimmt, dass (27—n) die Anzahl der reellen, also 2(a—rv) die 
Anzahl der imaginären unter den mit K conjugirten Körpern X, K, K7 ist; 
mithin ist v=2. Die Constante E bestimmt sich durch rE=S, wo r die 
Anzahl 2 aller in dem (reellen) Körper X enthaltenen Einheitswurzeln + 1, 
und S’ den Regulator eines Fundamentalsystems S von (v—1) Einheiten 
in K bedeutet (D. $ 183. 8.597, 602); da v=2 ist, so besteht S aus einer 
einzigen Einheit e>1, und der Regulator S’ ist = loge, mithin E =}; loge 
(und alle Einheiten in K haben die Form +”, wo m alle ganzen rationalen 
Zahlen durchläuft). Durch das Eintragen aller dieser Werthe in den obigen 
Ausdruck erhalten wir 


mithin 
ai 
En, h 2nloge 
ims—1l)J=h 
Für die Bildung der Function J, zu welcher wir jetzt übergehen, 

legen wir die Produetform zu Grunde; durchläuft p alle natürlichen Prim- 
zahlen, und bezeichnen wir mit F(p) denjenigen Factor von J, welcher von 
allen verschiedenen in p aufgehenden Primidealen p herrührt, so wird 


J= IIF(p); 
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setzen wir ferner zur Abkürzung 


wo » irgend eine natürliche Zahl bedeutet, so ergeben sich (nach $$ 3, 5) 
die folgenden Regeln zur Bestimmung des Factors F(p). 

1) Geht p in k auf, so ist op=!p, wo p ein Primideal ersten Grades, 
also N(p)=p, mithin F(p)=P.. 


2) (Geht p nicht in k, aber in D auf, so ist p=3 und K ein Körper 


zweiter Art; dann ist 0op=03=p’p, wo p und p, zwei verschiedene Prim- 
ideale ersten Grades bedeuten, also Np)=N(p)=3=p, mithin F(p)=P‘. 


3) Geht p nicht in D auf, und ist p=—1 (mod. 5), so ist op =ppP.. 
N(p)=p. N(p,)=p’, mithin F(p)=P;P.. 
4) Geht p nieht in D auf, ist ferner p=-+-1 (mod. 3), und ab‘ 


kubischer Rest von p, so ist op =pp,P, N(p)=N(p,)=N(p,) = p, mithin 
Fio)=P, 
5) Greht p nieht in D auf, ist ferner p= +1 (mod. 5) und ab’ kubischer 


Nichtrest von p, so ist op ein Primideal dritten Grades, mithin F(p)=P; 
ST. 
Der quadratische Körper von der Grundzahl —3. 


Aus der Vergleiehung der beiden letzten Regeln für die Primzahlen 
p, welche =-+1 (mod. 3) sind und nicht in D aufgehen, leuchtet ein, dass 
zur Bildung unserer Function J die Theorie der kubischen Reste durchaus 
erforderlich ist. Gauss hat sich seit dem Jahre 1805 mit dieser 'T'heorie 
und derjenigen der biquadratischen Reste beschäftigt*) und hierbei bald die 
überaus folgenreiche Entdeckung gemacht, dass, um dieselben auf einen 
gleichen Grad von Vollkommenheit zu erheben wie die Lehre von den 
quadratischen Resten, das Gebiet der höheren Arithmetik, in welcher bis 
dahin nur rationale ganze Zahlen betrachtet waren, durch die Einführung 
von neuen ganzen Zahlen erweitert werden muss, welche aus dritten oder 
vierten Wurzeln der Einheit gebildet sind, und hiermit war zugleich der 
Grund für die allgemeine Theorie der ganzen algebraischen Zahlen gelegt. 
Gauss hat aber von seinen Untersuchungen nur die auf die biquadratischen 
este bezüglichen theilweise veröffentlicht, und die in seinem Nachlass vor- 


*) Vergl. Bd. II seiner Werke, S. 50, 67, 102, 161, 165, 166, 171. 
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gefundenen Aufzeichnungen über die aus dritten Wurzeln der Einheit ge- 
bildeten Zahlen sind wegen ihrer Unvollständigkeit nieht in die Herausgabe 
seiner Werke aufgenommen*),, Den in diesem Zahlengebiete Q (dem 
quadratischen Körper von der Grundzahl —3) geltenden Reeiprocitätssatz 


*#) bekannt gemacht und in seinen 


für die kubischen Reste hat zuerst Jacobi 
Vorlesungen bewiesen; derselbe, aus der Theorie der Kreistheilung ge- 
zogene Beweis ist später von Eisensteiny), der ihn ohne Zweifel unabhängig 
von Jacobi gefunden hat, zuerst veröffentlicht. Da dieser Gegenstand 
seitdem von mehreren AutorenfrT) behandelt und als hinreichend bekannt 
anzusehen ist, so begnügen wir uns, die wichtigsten, für unsere Untersuchung 
nothwendigen Thatsachen kurz in Erinnerung zu bringen. 

Der dureh die imaginäre dritte Einheitswurzel o erzeugte quadratische 
Körper O0 von der Grundzahl —3 besteht aus allen Zahlen » von der 
Form z+yo, wo z,y rationale Zahlen bedeuten, und jede solche Zahl » 
geht durch die nieht identische Permutation des Körpers in die eonjugirte 
Zahl @® = z+yo’= cz —y—ye über. Da von den ‘Zahlen des reinen 
kubischen Körpers K im Folgenden gar nicht mehr die Rede sein wird. 
so bezeichnen wir die Norm »o' = 2’—ry+y’ unbedenklich mit No), 
und ebenso setzen wir die aus allen ganzen Zahlen » bestehende Haupt- 
ordnung [1,0]=o. Die sechs Einheiten des Körpers sind die Zahlen + 1, 
+0, +0’, die wir gemeinsam immer mit o bezeichnen. Alle Ideale des 
Körpers sind Hauptideale, d. h. jede von O0 und den Einheiten o verschiedene 
ganze Zahl ist entweder eine Primzahl m des Körpers, oder sie ist zu- 
sammengesetzt, und im letzteren Falle kann sie stets und wesentlich nur 
auf eine einzige Art als Product von lauter Primzahlen z dargestellt werden, 
wobei die sechs mit einer Zahl ® associirten Zahlen ow als nieht wesentlich 


*) Vergl. unten $ 11. 

**) Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie (Monats- 
berichte der Berliner Akademie vom Jahre 1837, wieder abgedruckt in Crelles Journal, 
Bd. 30; 1846). 

T) Beweis des Reciprocitätssatzes für die kubischen Reste in der Theorie der 
aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen (Crelles Journal 
Bd. 27; 1844). — Nachtrag zum kubischen Reeiproeitätssatze für die aus dritten Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen. Kriterien des kubischen Charakters 
der Zahl 3 und ihrer Theiler (Crelles Journal Bd. 28: 1844). 

Tr) Vergl. namentlich Bachmann: Die Lehre von der Kreistheilung und ihre 


Beziehungen zur Zahlentheorie. Leipzig, 1872 (Vorlesungen 14 und 15). 











Tri, 
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verschieden angesehen werden. Das System aller Primzahlen z ergiebt 
sich in folgender Weise aus der Betrachtung der durch sie theilbaren 
natürlichen Primzahlen p. Die Zahl p= 3 = (1-e) (1-e?) = —e’(1-o)? ist 
wesentlich das Quadrat der Primzahl ersten Grades m = 1-o; itp=+1 
(mod. 3), so ist p=nn'=N(n)=N(n’) das Produet von zwei conjugirten, 
wesentlich verschiedenen Primzahlen ersten Grades zn und n'; istp=-—1 
(mod. 5), so ist p selbst eine Primzahl zweiten Grades z in Q, also 
N(a)=p‘. Mit Ausnahme des ersten dieser drei Fälle ist daher immer 
N(a)=+1 (mod. 3). 

Ist « irgend eine von 0 verschiedene Zahl in o, so ist N(u) die 
Anzahl (o, o«) aller nach « incongruenten Zahlen in 0; bezeichnen wir ferner 
mit p (u) die Anzahl derjenigen incongruenten Zahlen ®, welche relative 
Primzahlen zu « sind, so ist (o)=1 und, wenn « keine Einheit ist, 

p (u) — Nu) (1 —_ a): 
v7 7 N (n) 
wo ı alle wesentlich verschiedenen, in « aufgehenden Primzahlen durch- 
läuft; zugleich ist 
er] (mod. u). 

Ist rn eine von (1—o) verschiedene Primzahl, also N(n) = 3m+1, 
y(n)= 3m, so genügt jede durch x nicht theilbare Zahl ® der Congruenz 
o"—1 = (W"—1) (w"—o) (W"—-o)=0 (mod. N), 

und da bekanntlich keine der drei Congruenzen 


7 


o"=g° (mod.n), 


haben kann, so muss jede von ihnen genau m solche Wurzeln haben. Die- 
jenigen m Zahlen w, für welche e=0 (mod.3) wird, sind die Aubischen 
Reste der Primzahl 7, d.h. für jede dieser Zahlen » (und nur für diese) 
giebt es eine oder vielmehr drei incongruente Wurzeln $ der Congruenz 
S=w (mod. rn). Die übrigen 2m Zahlen » sind die Akubischen Nichtreste 
von zz, und sie vertheilen sich in gleicher Anzahl m auf die beiden Fälle 
e=1,2(mod.3). In allen Fällen nennen wir die durch ® vollständig be- 
stimmte Einheitswurzel o° den kubischen Charakter oder kurz den Charakter 


der Zahl ® in Bezug auf die Primzahl 7 und setzen nach Jacobi 
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weil hier und in der Folge eine Verwechselung mit dem Symbol von 
Legendre in der 'T'heorie der quadratischen Reste nicht zu befürchten ist.“) 
Unser Symbol wird also vollständig erklärt durch 


Pays 1, (=) =" (mod.n), 


wo m die obige Bedeutung hat. Hieraus folgt zunächst, dass der Werth 
des Symbols ungeändert bleibt, wenn die Primzahl = durch eine associirte 
Zahl on, oder wenn & durch eine nach n congruente Zahl ersetzt wird, 
und da für je zwei durch z nicht theilbare Zahlen w,, », offenbar das Gesetz 


ka ©, \ be \ [ 0, ) 


u a 


gilt, so fällt das Symbol, als Function aller durch x nicht theilbaren 
Zahlen & angesehen, unter den allgemeinen Begriff eines Charakters einer 
Abelschen Gruppe, welche letztere hier von den 3m Zahlklassen » (mod. r) 
gebildet wird (D. $184. 8. 612); diejenigen m Zahlklassen, welche aus den 
kubischen Resten von zz, also aus den Zahlen » bestehen, deren Charakter =1 
ist, bilden ebenfalls eine Gruppe, d. h. sie reprodueiren sich durch Multipli- 
cation. Da +1=(+1), so ist stets 


Sn 
Bedenkt man ferner, dass jede Potenz o° durch die nicht identische 
Permutation des Körpers in 0”, also die obige Congruenz w” = o* (mod. n) 
in die Congruenz ©” =_” (mod. rn’) übergeht, so ergiebt sich aus der 
Definition des Symboles das Gesetz 


ps ) 1) \" 
7u' / \nr/' 


Wenden wir dies auf den Fall an. wo » eine rationale Zahl e. also 


= e ist, so ergiebt sich 
c (° : 
( )= a T 


Ist nun erstens die durch x theilbare natürliche Primzahl p= — 1 (mod. 3) 
so sind z und z’ associirt mit p = p', mithin 


% 


c a Ä ON, 
(5) = |, wenn p=-— (mod. 3): 


*) Von dieser Ausdrucks- und Bezeichnungsweise weicht die von Eisenstein benutzte 
ein wenig ab. 
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dasselbe ergiebt sich auch daraus, dass in diesem Falle 3m = (p+1)(p-1), 
also m theilbar durch p—1, und folglich e* = 1 (mod.p) ist. Wenn aber 
zweitens p=3d3m+l=+1 (mod. 3) ist, so sind n, rn’ zwei wesentlich ver- 
schiedene Primzahlen ersten Grades, und es ist entweder 


)=a)=1 
()=0(5)=e 


()=e,(7)=e. 


Im ersten dieser drei Fälle, und nur in diesem, ist e kubischer Rest von z, 
also ce" = 1 (mod. r), und da hieraus offenbar auch ce” = 1 (mod. p) folgt, so 
ist (nach $S 5. Il) die Zahl e auch kubischer Rest von p im Körper der 
rationalen Zahlen; und umgekehrt, wenn Letzteres der Fall ist, so leuchtet 
unmittelbar ein, dass e auch im Körper Q kubischer Rest von rn (und =) 
ist; mithin tritt der erste der drei obigen Fälle dann und nur dann ein, 


oder 


oder 


wenn e im Körper der rationalen Zahlen kubischer Rest von p ist. — 

An dieser Stelle breehen wir die Aufzählung der für uns wichtigen 
Eigenschaften des Körpers Q vorläufig ab, um sie später wieder aufzunehmen. 
Das Vorstehende reicht nämlich schon aus, um die in $ 6 begonnene Dar- 
stellung der Idealfunetion J des reinen kubischen Körpers K wesentlich zu 
vereinfachen. Zu diesem Zwecke führen wir, wenn die Invarianten a, b 
des Körpers K und die daraus abgeleiteten Zahlen k und D=—3#° ihre 
frühere Bedeutung ($$ 3, 4) behalten, für jede Primzahl z des quadratischen 
Körpers Q eine Function w(n) ein, welche für alles Folgende von der 
grössten Wichtigkeit ist; bedeutet p wieder die durch z theilbare natürliche 
Primzahl, so definiren*) wir auf folgende Weise: 

I. Geht n, also auch p in k auf, so setzen wir 

v(n)=U. 

Il. Geht a, also auch p nicht in Ak, wohl aber in D auf, so it p=3, 
also n associirt mit (1—o), und der Körper K ist von zweiter Art; in diesem 
Falle setzen wir 


v(n) =1. 


*) Die hier für die Primzahlen , später für alle ganzen Zahlen » des Körpers Q 
erklärte Function % hängt offenbar unsymmetrisch, aber so von den Invarianten a, b 
des Körpers K ab, dass sie durch deren Vertauschung in ihr Quadrat übergeht. 
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auch p nicht in D aufgeht, setzen wir 


n ( h’ 
wm) = | ) 
NE \ 


)s 
Tv 


wo das Symbol rechter Hand die oben angegebene Bedeutung hat, also 
eine Potenz von o ist. 

Aus dieser Definition folgen offenbar für alle Primzahlen z zunächst 
die beiden Sätze 

IV. w(on) = w(n), v(n)=w(n)”. 

Man überzeugt sich ferner leicht, dass in allen fünf Fällen, welche 
am Schlusse von $ 6 aufgezählt sind, die dort erklärte Function F(p) durch 
den Ausdruck 


ER l l 
F(p) = IT 
vg ı | Pi WW) (rt) 


dargestellt wird, wo das Produetzeichen // sich auf alle wesentlich ver- 
schiedenen, in p aufgehenden Primzahlen z bezieht. Um dies zu beweisen, 
bezeichnen wir den Ausdruck rechter Hand vorläufig mit F,(p); gehen wir 
die fünf Fälle am Schlusse von $ 6 unter Beibehaltung der dortigen Be- 


> 


deutung von P, einzeln durch, so ergiebt sich Folgendes: 

1) Zufolge der Definition I ist w(a)=0 für jede in p aufgehende 
Primzahl, mithin A, (p)=P.. 

2) Zufolge der Definition II ist w(a)=1 für die wesentlich einzige 
in p aufgehende Primzahl m = o (1-e), und da Na)=3=p ist, so wird 
F)=-F. 

3) Die wesentlich einzige in p aufgehende Primzahl x ist p selbst; 
zufolge der Definition III und weil p=—1 (mod. 5) ist, wird daher 


vn) = (=) — |], 
) 


und da N(n) = p’ ist, so wird F,(p)=P;P.. 

4) In diesem (wie in dem folgenden) Falle ist p durch zwei wesentlich 
verschiedene Primzahlen z, ı' theilbar, deren Normen N() = N(n’) = p sind: 
da ferner ab’ kubischer Rest von p, also auch von z und x’ ist, so ist zu- 
folge der Definition III: 


7 
“ 


‘ab 


v(n) = \ en ) =1.y(a)= en) =J, 
mithin wird F,(p)=P:. 
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5) Da in diesem Falle ab’ kubischer Nichtrest von p, also auch 
von z, n ist, so folgt aus der Definition III entweder 


v)=(-)=0 va)=()=e 
oder 
vaa=()=e, v)=(H)=e 
mithin wird in beiden Fällen 
ka n N 


as Al, Sakle a0 Sein 
p‘ p‘ p 


Nachdem hiermit für alle Fälle die Identität F(p) = F,(p) bewiesen 
ist, ergiebt sich für die Idealfunetion J= /IF(p), wo p alle natürlichen 
Primzahlen durchläuft, die folgende Zerlegung 


J= GH: 
hier ist 
G=II Eich 2 ) 
1 n’ 
1— — 
p 


wo sich das Productzeichen /7 auf alle natürlichen Primzahlen p, das 
Summenzeichen Z auf alle natürlichen Zahlen » bezieht, während 
1 


BIC) 
Nm) 


H=N 
1 


ist, wo das Produetzeichen 77 sich auf alle wesentlich verschiedenen Prim- 
zahlen zı des Körpers Q bezieht. Wir wollen nun dieses unendliche Produet H 
ebenfalls in Form einer unendlichen Reihe darstellen. 

Sobald eine Function w(n) für alle Primzahlen n in Q und zwar so 
definirt ist, dass für alle sechs mit 7 associirten Primzahlen or immer 
v(on) = w(n) wird, so lässt sich die Funetion w stets zu einer Function vw (w) 
jeder ganzen Zahl ® in Q so erweitern, dass für je zwei solche Zahlen »,, o, 
das (Gesetz 

V. v(0,@,) = w(w,)w(W@,) 
gilt; schliesst man noch die beiden leicht zu behandelnden, für uns aber 
gänzlich interesselosen singulären Fälle aus, wo die gegebenen Zahlen 
w(n) alle=1, oder alle=0 sind, so kann eine solche Erweiterung der 
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Function y auch nur auf eine einzige Weise ausgeführt werden. Soll 

nämlich das Gesetz V bestehen, so muss zunächst w (0) = ıy(V) w(zr), mithin 
VI. v(V) = 0 

sein; da ferner nach unserer Voraussetzung w(on)= w(n) ist, so muss 


w(o)y(a) = w(n), also 


vll. v(o) =1, 
und folglich auch immer 
vi. v(ow) = ıw(@) 


sein. Wählt man nun aus jedem System von sechs assoeiirten Primzahlen 
eine bestimmte nach Belieben aus und nennt dieselbe etwa eine primäre 
Primzahl, so ist jede zusammengesetzte Zahl » von der Form 


ME mE 8 54 5 Fi 


wo o eine bestimmte Einheit, und wo das System der primären Primzahlen 
71,7,73... ebenfalls vollständig bestimmt ist; nach dem obigen Gesetze, 
welches offenbar für eine beliebige Anzahl von Faetoren gelten muss, 
ist dann 


IX. v(o) = wa) van) wa)... 


und folglich ist die geforderte Erweiterung der Funetion w nur auf eine 
einzige Weise möglich. Dass aber umgekehrt die durch die vorstehenden 
Bestimmungen VI, VII, IX erhaltene Function y auch dem obigen Multipli- 
cationsgesetze V genügt, leuchtet unmittelbar ein. Zugleich ergiebt sich 
aus IV für unsere Function w der Satz 
X, w(w') = v(w)". 

Entwickelt man nun jeden Factor des unendlichen Produetes H, 
in welchem zz ausschliesslich alle primären Primzahlen durehläuft, in eine 
geometrische Reihe 


_ 1, Im | va va) | 
Nail... Pe. (> Be a | 
N (n)' 


so nimmt die letztere zufolge der Erweiterung unserer Function w die Form 


w(zt Ur r° vi) | „W(n®) 
l+ X 24 ae 
N (m)* N(n?)' N (7) N (77")° 
an, wo » den Werth 0 und alle natürlichen Zahlen durchläuft. Multiplieirt 
g* 
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man ferner alle diese, den primären Primzahlen z entsprechenden Reihen, 
so erhält man 


H=$ Ur) 
= 3, 
wo © jede Zahl von der Form 
ww = nı'Na’N;3’*+- 
einmal durchläuft, in welcher z,, ;. 77,... von einander verschiedene primäre 


Primzahlen, und n,. n,. 2... ganze, nicht negative Zahlen bedeuten. Be- 


kt man endlich, dass je zwei verschiedene solche Zahlen ® auch nicht 


den 
assoeürt sind, und dass zu jeder Zahl » sechs associirte Zahlen u = 0w 
gehören, denen dieselbe Norm N(u) = N(w) und derselbe Werth w(u) = w(w) 
zukommt, so erhält man das Resultat 

vu) 


6 a 
H Nu) 


wo das Summenzeichen sich auf alle von Null verschiedenen ganzen 
Zahlen u des Körpers Q bezieht. 

Aus der Definition der Funetion w geht hervor, dass w(«) immer 
und nur dann = ist, wenn « durch eine in der Zahl A aufgehende Prim- 
zahl  theilbar ist: lässt man alle diese verschwindenden Glieder weg, so 
ist die obige Summe nur noch auf alle diejenigen Zahlen « auszudehnen, 
welche relative Primzahlen zu der Zahl k sind, und w(«) ist immer eine 
Potenz von 0. Um aber die allgemeine Form aller Zahlen « zu finden, 
tür welche w(«) einen vorgeschriebenen Werth 1 oder o oder o° besitzt. 


bedürfen wir des kubischen Reeiprocitätssatzes. 


Der kubische Reeiproeitätssatz. 
indem wir die in $ 7 begonnene Aufzählung der für unsere Unter- 
suchung wichtigen Eigenschaften des Körpers Q wieder aufnehmen, schreiten 
wir zunächst zu einer schon von Jacobi empfohlenen und auch von Eisen- 
stein benutzten Erweiterung des Symbols 
@\ 
+2 
für alle Fälle. wo « relative Primzahl zu 3w ist, während bisher «x als 
Primzahl 7 vorausgesetzt war; diese Erweiterung ist genau auf dieselbe 
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Weise durchzuführen wie diejenige der Funetion w in $7. Wir setzen 
daher 

(@\ 

ed Fee 


wo o wieder jede Einheit bedeutet: ist ferner die zusammengesetzte Zahl 


als Produet von lauter Primzahlen x, ,. 7,... dargestellt, so setzen wir 


\10/ \m/\ 15/7 \ır; “ 
und diese Definition ist eine durchaus eindeutige, weil das vorstehende 
Produet ungeändert bleibt, wenn die Primzahlen z durch associirte Prim- 
zahlen or ersetzt werden. Aus den früher erwähnten Eigenschaften des 
einfachen Symbols ergeben sich offenbar für das neue Symbol die Gesetze 


3 ) ' 
0 u) ON I\ /o N MM 
(2) — 1. # R ( - ) 4 ‚)Jma\ ar 


\ou wi’ N u u / \ 
VW,‘ ww \/w,\ f © (ON 
( u / + u/N\u/' \u u,’ u | u. 
und wenn «, das Produet aller wesentlich verschiedenen, in « aufgehenden 
Primzahlen z oder auch irgend eine durch dieses Produet theilbare Zahl 


z. B. w) bedeutet, so folgt aus 


0, =w, (mod. u,) auch e AT. 2.) 
u u 


Unser Symbol ist daher, als Funetion des Zählers ®& angesehen. auch 
jetzt ein Charakter der Abelschen Gruppe. welche von den gu) Zahl- 
klassen ® (mod. «) gebildet wird. 

Ist nun der Nenner « des Symbols associirt mit der dritten Potenz 
einer Zahl » (in Q), so leuchtet ein, dass für alle gu) Zahlklasseı 
co das Symbol den Werth 1 hat, weil aus «= or auch 

{@\ o\_/® a 

u —\gp. 7 (9/7 
folgt. In jedem anderen Falle giebt es aber unter den höchsten in « 
gehenden Primzahlpotenzen n° mindestens eine, deren Exponent e nicht 
durch 3 theilbar ist, und man kann nach $ 7 einen kubisehen Nichtrest 
, der Primzahl zn so wählen, dass 
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wird; setzt man nun u=rvn‘, so ist v relative Primzahl zu n‘, und man 
kann bekanntlich eine Zahl w, (mod. «) durch die Congruenzen 
o,=|1 (mod. vr), o,=4 (mod. n‘) 


bestimmen; dann ist w, relative Primzahl zu u, und aus den obigen 


Sätzen ergiebt sich 
G-H- OH 


bezeichnet man nun mit &, alle diejenigen nach « incongruenten Zahlen, 
welche der Bedingung 
EN: ee 
u 
genügen und offenbar für sich eine Gruppe bilden, so folgt leicht, dass 
0) 2 
Se — ] oder oe oder o 
wird, je nachdem 
o=w, oder ®,@, oder w,@; (mod. «) 

ist, und jede dieser drei Arten von Zahlen besteht aus 4y'(u) Zahlklassen 
w (mod. u). — 

Die durch die Primzahl (1—o) nicht theilbaren Zahlen « zerfallen 
in Bezug auf die vier Moduln 1-o, (1-0), (1—o)’, (1-e)* resp. in 2, 6, 
18, 54 Zahlklassen, welche auf folgende Weise dargestellt werden können 

u=+1 (mod. 1—e), u=06 (mod. 3), 

u= 0.4” (mod. 5—3e), u=0-4".(4—30)" (mod. 9), 
wo o jede Einheit, und jeder der Exponenten m, » die Zahlen 0, 1, 2 
durchläuft; aus der letzten Darstellung gehen die anderen successive hervor, 
weil 4-3e=1 (mod. 53—30), 4=1 (mod. 3), o=+1 (mod. 1—e) ist; 
zugleich wird 

Nu)= u =4"=1+6m (mod. 9). 

Legen wir diese Darstellung der Zahlen « zu Grunde, so nehmen 
die zuerst von Eisenstein aufgestellten und bewiesenen sogenannten Ergänzungs- 
sätze folgende Formen an: 


N(u)—1 


e) 2 3 en F —o\ — nM+n 
& u; we Zi a 


2 5) 
(3 ) u 0” & RR 0": 
u ’ u A, 
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der erste dieser vier Sätze folgt sehr leieht aus der ursprünglichen Defi- 


nition des kubischen Charakters in Bezug auf eine Primzahl 7, während 
der zweite eine tiefer liegende Begründung erfordert, die man am angegebenen 
Orte findet; durch Multiplieation ergiebt sich hieraus der dritte und endlich 
durch Quadriren der vierte Satz, weil (o—o”)’ = —3 ist. Aus diesen Sätzen 
folgt, dass die vier vorstehenden Symbole ungeändert bleiben, wenn die 
Zahl u durch irgend eine nach dem Modul 9 congruente Zahl ersetzt 
wird: für das erste Symbol gilt dies sogar schon dann, wenn diese Con- 
sruenz in Bezug auf den Modul (3-30) stattfindet. — 

Wir wenden uns endlich zu dem von Eisenstein bewiesenen all- 
gemeinen Reciprocitätssatze. Da jede durch (1—oe) untheilbare Zahl mit 
einer und nur einer der sechs Einheiten o nach dem Modul 3 eongruent 
ist, so finden sich unter den sechs mit ihr assoeiirten Zahlen immer zwei 
Zahlen « welche der Bedingung «= + 1 (mod. 5) oder, was dasselbe 
sagt, der Bedingung w’= 1 (mod. 5) genügen; für je zwei relative Prim- 
zahlen u, v, welche zugleich diese Bedingung «= v’= 1 (mod. 3) erfüllen, 
gilt dann das Gesetz 

u v 
> er 9; 


falls aber die Zahlen «u, » die genannte Bedingung nicht erfüllen, so findet 
zwischen den beiden vorstehenden Symbolen eine Beziehung statt, welche 
mit Hülfe des ersten der obigen vier Ergänzungssätze immer leicht ab- 
zuleiten ist. 





Wir benutzen jetzt die vorstehenden Sätze zu einer wesentlichen Um- 
formung unserer in $ 7 erklärten Funetion w(uw) unter der Voraussetzung, 
dass u relative Primzahl zu k ist. Hierbei müssen wir die beiden Fälle 
unterscheiden, wo der reine kubische Körper K von erster oder zweiter 
Art ist ($ 3). 

Im ersten Falle ist k=3ab, und da ab durch 3, aber nieht durch 
J theilbar sein kann, so bezeichnen wir mit 3“, 3° die höchsten in a, b 
aufgehenden Potenzen von 3 und setzen 


— 3A. b — >, 
wo entweder v„=v=(0, oder u=1, v=0 oder uv=(0, ve=1 ist, während 
a, und 5b, nicht durch 3 theilbar sind. Ist nun « relative Primzahl zu %, 
und stellen wir dieselbe in der Form u = 1,77, ... als Produet von lauter 








72 Dedekind, über die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkörpern. 


Primzahlen 7 dar (von denen keine in D=— 34° aufgehen kann), so folgt 
aus den Definitionen III und IX in $ 7 zunächst 


(u) e ab?’ )( 7) (e = I ea ): 


wählt man nun eine E inheit 0 so, dass ou End, (mod. 3) wird und bedenkt, 
dass auch ab;)=+1 (mod. 3) ist, so folgt aus dem allgemeinen Reeci- 


#. b! ’a, b° om .), 
u rim a .)=| \a, b? 


und wir erhalten das Resultat 


X1. wu) -(-)" ( ), 
ou=t1l(mod.3), k=3ab=3t".ab.. 


In zweiten Falle, wo K von zweiter Art, also k=ab= +1 (mod. 3), 


procitätssatze 


und a’ = b’ (mod. 9), also auch ab’ =a’= +1 (mod. 9) ist, ergiebt sich aus 


den obigen Ergänzungssätzen (wo 4, 0,m,n, resp. durch ab’, +1,0,0 zu 


TORE 


und, weil jede Einheit o = +’ ist, auch 


(a) = 


Ist nun « relative Primzahl zu %k, so kann man stets 


ersetzen sind) 


u=0o(l1-o)rv 
setzen. wo o eine Einheit, und v»=1 (mod. 5), also v relative Primzahl 
zu 3%, mithin auch zu D ist; aus den vorstehenden Gleichungen ergiebt 
sich mit Hülfe des Reeiprocitätssatzes 


(2) (2 Nee) ( N ( el) 
ab?/  N\ab® ab‘ BRITEN DET NUT 
(sehen wir jetzt zur Bestimmung von w(«u) über, so folgt aus der obigen 
Darstellung von « mit Rücksicht auf V, VII, II in $7 zunächst w(u) = w(v); 
stellt man ferner die Zahl » als Produet n,m;7,... von lauter Primzahlen 
dar, von denen keine in D aufgehen kann, so folgt aus III und IX in $7 
ab’\yab’\/ab? ab’ 
MON; 03 SEC) 
nr, /ı\n, / Ad 


und wir erhalten daher das EEE Resultat 


q I 
Xu. v(u) = (m): wenn k= 
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Aus diesen Darstellungen XI und XII der Funetion w(«) ergeben 
sich die folgenden wichtigen Sätze. 
XIII. Die Function w(u) hat für alle Zahlen u, welche derselben 
Zahlklasse in Bezug auf den Modul k angehören, einen und denselben Werth. 
Dies leuchtet für den zweiten Fall unmittelbar aus All ein, weil 4 
durch jede in ab’ aufgehende Primzahl x theilbar ist, mithin aus «= u 
(mod. k) auch 
u \ Ma \ 
F ) en (ap: ); 
also w(u,)=w(u) folgt. Dasselbe ergiebt sich für den ersten Fall auf 
folgende Weise aus XL. Da k=3ab ist, so folgt aus «,= u (mod. k) auch 
u, = u (mod. 3); ist daher die Einheit o so gewählt, dass ou = +1 (mod. 3) 
wird, so ist auch ou, = +1 (mod. 3), also 
i > \#r797 gu, 
vu) > | u, / \a, b: 
da nun ow, = ou (mod. Ak), und k durch jede in a,b; aufgehende Primzahl x 
theilbar ist, so folgt 


/ ou, \ ou ) 
\ ı) > | 
‘a,b; ne b° 


und hieraus, falls +2» =0 ist, w(w,) = w(u); wenn aber «+20 >>, also A 
durch 9 theilbar ist, so ist auch «, = u (mod. 9), also 

5SN h 

5 = ); 
mithin ist auch in diesem Falle w(uw,) = w(u), w. z. b. w. 

XIV. Ist u=r (mod. b), wo r eine rationale relative Primzahl zu k 
bedeutet, so ist w(u)=1. 

Bedeutet « wie früher die mit « conjugirte Zahl, so folgt aus unserer 
Annahme auch «“=r, also*) «= uw’ (mod. %k), mithin zufolge XIII auch 
v(u)=w(u”); da ferner nach X in $7 stets w(w) = w(u)’ ist, so folgt 
v(u)=1, w.z.b. w. 

XV. Ist p eine in k aufgehende natürliche Primzahl, und k=pg, so 
giebt es immer eine relative Primzahl u zu k, welche den beiden Bedingungen 


u=1 (mod.g), v(u)=eo 
genügt. 





*) Aus a=u’ (mod. k) folgt umgekehrt, dass « einer rationalen Zahl congruent 
ist (mod. k). 
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Bei dem Beweise haben wir eine Reihe von Fällen zu unterscheiden, 
und wir wollen zunächst den Fall »=3 betrachten, welcher nur dann ein- 
treten kann, wenn der kubische Körper K von erster Art ist; wir haben 
für den Beweis also die Darstellung XI der Funetion w zu benutzen und 
dabei zu berücksichtigen, dass g=ab=3*'".a,b, ist; sodann müssen wir 
die drei Fälle trennen, welche die beiden dort mit , v bezeichneten Zahlen 
darbieten können. 

Ist erstens w=v=(, also a=a, b,=b, so ist ab=+1 (mod. 3), 
aber es kann xzicht ab’= +1 (mod. 9) sein, weil hieraus a’b’=1, also auch 
a = b’ (mod. 9) folgen würde, was unmöglich ist, weil der Körper K von 
erster, nicht von zweiter Art ist. Man kann daher 


ab’’= +4" (mod. 9) 


setzen, wo m nicht durch 3 theilbar ist, und nach dem ersten Ergänzungs- 


( e@ ) En 0" 
ab’ 


Da nun qg=ab relative Primzahl zu 3 ist, so giebt es bekanntlich immer 
Zahlen «, welche den beiden Congruenzen 


satze ist zugleich 


u=1 (mod.g), u=e"” (mod.3) 
genügen, und jede solche Zahl « ist offenbar relative Primzahl zu k= 3g. 
Zufolge der ersten dieser beiden Congruenzen ist die erste, im Satze an die 
Zahl u gestellte Forderung erfüllt, und da g=ab durch jede in ab’ auf- 
gehende Primzahl nz theilbar ist, so folgt zugleich 


et 


Aus der zweiten der vorstehenden Congruenzen folgt ferner, dass die Ein- 
heit o= eo” die in Xl geforderte Bedingung ou=1 (mod. 3) erfüllt, mithin 


v(u) Ba () - (=) . ) u er u 


d.h. die Zahl « genügt auch der zweiten, im Satze an sie gestellten 
Forderung, w. z. b. w. 

Ist zweitens u=1, v=0, also a=3a, b=b, k=9a)b, q=3a,b,. 
so giebt es, weil a,b relative Primzahl zu 9 ist, Zahlen u, welche den 


wird 


beiden Congruenzen 
u«u=1 (mod.ab), u=(4—-30) (mod. 9) 
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genügen, und jede solche Zahl « ist relative Primzahl zu k Aus der 
zweiten Congruenz folgt «== 1 (mod. 3), und hieraus in Verbindung mit der 
ersten Congruenz auch «== 1 (mod. g), also ist die erste, im Satze an u 
gestellte Forderung erfüllt. Zugleich ergiebt sich, dass die in XI auf- 
tretende Einheit o = 1 gewählt werden kann, und es wird folglich 


ve EAN 
v (u) = E Be) 
Da jede in a,b’ aufgehende Primzahl x auch in dem Modul a,b der ersten 
Uongruenz aufgeht, so ist 
Bi: 1 ja 
> = (2) =1, 


und da aus der zweiten Congruenz in Verbindung mit dem vierten Er- 
sänzungssatze (wo n=2 zu setzen ist) 


3 

b + 

( )=e*=0 
u 


folgt, so wird auch w(u) = oe, wie gefordert war, 

Ist drittens «=0, ve=1, also a=a, b=3b, k=4Yab, g=3ab,, 
so werden die Forderungen des Satzes erfüllt, wenn man « durch die beiden 
ÜUongruenzen 


u=1 (mod.ab),, u=4-3o (mod. 9) 


bestimmt. Den Beweis, welcher auf dieselbe Weise wie im vorigen Falle 
zu führen ist, dürfen wir dem Leser überlassen. 

Nachdem hiermit der Fall p=3 erledigt ist, nehmen wir jetzt an, 
es sei p verschieden von 3. Um die hierbei auftretenden Unterfälle so viel 
wie möglich zusammenzufassen, setzen wir e=1 oder=2, je nachdem p 
in a oder in d. aufgeht; dann ist p* die höchste in ab’ aufgehende Potenz 
von p. Da p im Körper Q entweder eine Primzahl oder ein Product von 
zwei verschiedenen Primzahlen ist, so kann es in Q keine Zahl geben, 
deren dritte Potenz mit p assoeiirt wäre, und hieraus folgt nach einer 
früheren Bemerkung (S. 70), die Existenz einer relativen Primzahl » zu p, 
welche der Bedingung 

(2)= 
Am 


genügt. Mag nun der kubische Körper K von erster oder zweiter, mag 
also % durch 3 theilbar sein oder nicht, immer sind die beiden Factoren p,q 
10* 
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der Zahl k=pg relative Primzahlen, mithin giebt es immer Zahlen u, 
welche den beiden Congruenzen 
u=1 (mod.g), u=w‘ (mod.p) 


genügen, und jede solche Zahl « ist relative Primzahl zu k. Durch die 
erste Uongruenz ist die erste, im Satze an u gestellte Forderung erfüllt, 
wir haben daher nur noch zu zeigen, dass w(u) = ist, und hierzu müssen 
wir die beiden Hauptfälle von einander trennen. 

Ist = 3ab, so haben wir die Darstellung XI zu Grunde zu legen. 
Da g durch 3, im Falle +20 >>0 sogar durch 9 theilbar ist, so folgt aus 
der ersten Congruenz und aus dem vierten Ergänzungssatz zunächst 


ey" 


und da ausserdem die Einheit o = 1 der Bedingung ou = 1 (mod.3) genügt, 


vw (=) 


wo ab; = cp‘ gesetzt, also e nicht durch p theilbar ist. Jede in ce auf- 
gehende Primzahl x geht daher auch in g auf, und da u=1 (mod. g) Ist, 


so folgt 
1 x 
(£) ( c ) 


Aus der zweiten, bisher nicht benutzten Congruenz u = w* (mod. p) folgt 


ferner 
un? urr Sh tgen 


mithin ist auch w(u) = oe, w. z. b. w. 

Ist aber 4=ab, so haben wir die Darstellung XII anzuwenden. 
Setzen wir jetzt ab’= cp‘, so ist ce nicht theilbar durch p, und es wird wie 
in dem vorigen Fall 


vw IE - HET -e 


Der hiermit vollständig bewiesene Satz lässt sich allgemeiner in 
folgender Weise aussprechen. 


so wird 


XVI Ist k= mn, wo m, n natürliche Zahlen bedeuten, deren erstere 
mhk ist, so giebt es relative Primzahlen u zu k, welche den Bedingungen 
u=1 (mod.m), v(iW)=o 
genügen. 
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Da nämlich » >1 ist, so giebt es mindestens eine in z, also auch 
in k aufgehende natürliche Primzahl p, und wenn man k=pgq setzt, so 
ist q theilbar durch m; nach dem vorigen Satze giebt es aber Zahlen uw, 
welche den Bedingungen u = 1 (mod. g), w(u)=o genügen, und da aus der 
ersteren auch « = 1 (mod. m) folgt, so ist unser Satz bewiesen. 


S 9, 
Die Function ı als Gruppencharakter. 

Mit Hülfe der im Vorstehenden bewiesenen Eigenschaften der Fune- 
tion w wird es gelingen, die am Schlusse von $ 7 betrachtete Summe H 
so umzuformen, dass die Bestimmung der Anzahl % der Idealklassen im 
Körper K auf die T'heorie der complexen Multiplieation der elliptischen 
Funetionen zurückgeführt wird. Hierbei werde ich öfter ein Symbol be- 
nutzen, welches mir seit Jahren bei meinen Studien in der Gruppen- und 
Körpertheorie nützliche Dienste geleistet hat. Sind A, DB Complexe von 
Elementen einer Gruppe $ (in welcher die Gruppenoperation wie eine 
Multiplication bezeichnet wird), so soll das Zeichen AB den Inbegriff aller 
verschiedenen Elemente bedeuten, welche in der Form «? darstellbar sind, 
wo a jedes Element von WV, ebenso $ jedes Element von ® durchläuft. 
Sind WU, B selbst Gruppen, also Theiler von $ (was durch WW =N, 
VB=-B ausgedrückt wird), so soll das Symbol (A, B) die Anzahl der 
von einander verschiedenen Complexe U bedeuten, welche allen Elementen 
P der Gruppe ® entsprechen, und aus welchen der Complex AB besteht *). 
Dann ist immer (U, B)= (D,d), wo D den grössten gemeinsamen Theiler 
der beiden Gruppen WU, ® bedeutet. Wenn ferner der Complex U B selbst 
eine Gruppe ist (was durch AB = BU ausgedrückt wird und immer dann 
eintritt, wenn Sl} eine Abelsche Gruppe ist), so ist zugleich (N, B) = (U, AB). 
Endlich erwähne ich noch den Satz (E, ©) = (E, 5) (7%, ©), welcher immer 
gilt, wenn die Gruppe & ein Theiler der Gruppe %. und diese ein Theiler 
der Gruppe © ist. — 

Nachdem dies vorausgeschickt ist, beschäftigen wir uns mit der Abel- 
schen Gruppe $, deren Elemente diejenigen y(%k) Zahlklassen (mod. %) sind, 





*) Ist & die Gruppe aller Permutatioren eines Normalkörpers C, und sind 4, B 
die zu den Gruppen A, B gehörigen Körper (so dass z. B. A der Inbegriff aller derjenigen 
Zahlen in © ist, welche durch jede Permutation der Gruppe X in sich selbst übergehen), 
so ist das Gruppensymbol (A,®) identisch mit dem Symbol (4, B), welches ich in der 
Körpertheorie gebrauche (D. $ 164. 8. 471). 
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in welche die sämmtlichen, im Körper Q enthaltenen, relativen Primzahlen 
zu k zerfallen. DBezeichnen wir mit o wieder den Inbegriff aller ganzen 
Zahlen ®, während « eine bestimmte relative Primzahl zu %k bedeutet, so 
wollen wir die aus allen Zahlen von der Form u+w%k bestehende Zahl- 
klasse kurz die Klasse « nennen, wobei der Repräsentant « durch jede 
andere Zahl derselben Klasse ersetzt werden darf. Die Gruppenoperation 
besteht in der Multiplication dieser Klassen: multiplieirt man jede Zahl 
der Klasse «, mit jeder Zahl der Klasse «,, so sind alle Produete in derselben 
Klasse «, u, enthalten, welche deshalb auch das Product jener beiden Klassen 
«, und ı, heissen mag. Die Klasse 1 ist das Hauptelement unserer Gruppe & 
und bildet für sich allein eine Gruppe; mit Benutzung des oben erklärten 
Symbols wird daher (1,$)=g(k). Um diese Zahl (den Grad der Gruppe &) 
zu bestimmen, haben wir den in $ 7 angegebenen Satz anzuwenden; da k 
rational, also N(A) = k’ ist, so erhalten wir 
ph) = PA- yo): 
wo zı alle wesentlich verschiedenen, in % aufgehenden Primzahlen z des 
Körpers O0 durchläuft. Bedeutet nun p jede in % aufgehende natürliche 
Primzahl, und bezeichnet man zur Abkürzung mit p, diejenige der drei 
Zahlen 0, +1, welche der Bedingung p, = p(mod. 3) genügt*), so liefern 
die in p aufgehenden Primzahlen z zu dem vorstehenden Producte den 


Beitrag 
(1-5)(1-®) 


p(k) = p(h)p"(k), 


und folglich wird 


ph) = kn (1-,), 9" = kIL(L-®°) 

gesetzt Ist. 
Hier bedeutet y(A) wie üblich die Anzahl derjenigen nach %k in- 
congruenten rationalen Zahlen, welche relative Primzahlen zu % sind, also 


die Anzahl derjenigen Zahlklassen unserer Gruppe $, in welchen sich auch 





*) Offenbar ist p, identisch mit dem hier zu vermeidenden Symbol (&) von 
Legendre und mit meinem Symbol (—3,p) (D. S. 637, 655). 
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rationale Zahlen r befinden; dieselben bilden offenbar für sich eine Gruppe, 
einen Theiler von $, den wir mit R bezeichnen wollen, und die Bedeutung 
der obigen Zerlegung von g'(k) kann durch 
(1,R)=yek), (R,R)= y"(k) 
ausgedrückt werden, weil (1,9) = (1, R)(R, 8) ist. Wir wollen schon jetzt 
bemerken, dass für alle hier in Betracht kommenden Zahlen %, die nach 
$ 4 aus den Invarianten a,b des kubischen Körpers K abzuleiten sind, 
g'(k) durch 9 theilbar ist. Da nämlich k=3ab oder = ab ist, je nachdem 
K von erster oder zweiter Art ist, und da ab durch kein Primzahlquadrat 
p’ theilbar ist, so wird k=el/Ip, wo e=3 oder =1 ist, je nachdem ab 
durch 3 theilbar ist oder nicht, mithin 
p'(k) = ell(p-—p,). 
Da nun jeder Factor (p—p,) durch 3 theilbar, ist, so leuchtet unsere Be- 
hauptung für alle die Fälle ein, wo % durch mindestens zwei verschiedene 
Primzahlen p theilbar ist. Wenn aber k nur durch eine einzige Primzahl 
p theilbar, also p"(k) = c(p—p,) ist, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Ist 
K von erster Art, also k=3ab, so ist p=3, 9, =(0, und da ab>>1 ist, so muss 
ab=3, k=9, c=3, also y(M)=3-3=9 sein. Ist aber K von zweiter 
Art, also a = b’(mod. 9), so ist k=ab=p verschieden von 3, also p =1. 
c=1, und der Symmetrie halber dürfen wir annehmen, es seia=p, b= 
hieraus folgt «a —b’ = (p—p,) (p+Pp,) = 0 (mod. 9), und da von den beiden 
Factoren (p—Ppyu), (p+Pp,) nur der erste durch 3 theilbar ist, so folgt p (k 
=p—-p=0(mod. 9). Nachdem hiermit unsere Behauptung für alle Fälle 
erwiesen ist, wollen wir, wo es bequem erscheint, 
g (k) = IK" 
setzen; die Werthe der hierdurch erklärten natürlichen Zahl #’ sind für die 
ersten 21 Körper K in der vorletzten Spalte der Tabelle am Schlusse von 
$ 2 angegeben. 

Wir kehren nun zur Betrachtung der Function w(uw) zurück, wo « 
jede in @ enthaltene relative Primzahl zu % bedeute. Da w(w) nach 
Satz XIII in $ 8 für alle Zahlen «, welche derselben Klasse (mod. # 
angehören, einen und denselben Werth hat. so können wir die Funetion w 
von den Zahlen u auf die Klassen u übertragen, welche die Elemente der 
Gruppe $ bilden, und da (nach V in $ 7) für je zwei solche Klassen «.. 
“, und deren Product u,u, das Gesetz w(u,4,) = w(u,) w(u,) 


eilt, so ist w 
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ein Charakter der Gruppe ® (D.$ 184. 8.612). Ausserdem wissen wir 
(vergl. den Schluss von $ 7), dass w(«w) immer eine Potenz von e ist, also 
keine anderen Werthe als 1, e, 0° annehmen kann; zufolge VII in $7 
ist nun gewiss w(1)= 1, und da aus dem Satze XV oder XVI in $ 38 (weil 
immer k>1 ist) beiläufig folgt, dass es eine Zahl 7 giebt, für welche 
w(r)=o, also auch w(r’) = e wird, so nimmt w(u) wirklich alle drei Werthe 1, 
o, o’ an. DBezeichnen wir nun mit «, alle diejenigen Klassen, welche der 
Bedingung w(u,) = 1 genügen, so folgt aus dem Multiplicationsgesetz des 
Charakters w, dass diese Klassen eine Grappe*) bilden, welche wir im Folgenden 
stets mit , bezeichnen wollen. Behält ferner 7 die eben festgesetzte Be- 
deutung, so leuchtet ein, dass alle in dem Complex w,z enthaltenen Klassen 
u, = u,t der Bedingung w(u,)=.o genügen; umgekehrt, wenn «, der Re- 
präsentant einer solehen Klasse ist, für welche w(«w,)=e wird, so kann 
man immer, weil 7 relative Primzahl zu % ist, eine Zahl « so bestimmen, 
dass ur=u, (mod. k) wird, und da hieraus w(u,) = w(ur) = w(u)w(T), 
also w(e) = 1 folgt, so ist die Klasse « in der Gruppe w, der Klassen «, ent- 
halten, mithin ist der Complex w,z der Inbegriff aller verschiedenen Klassen «,, 
welche der Bedingung w(u,)=.o genügen. Genau ebenso ergiebt sich, dass 
der Complex w,z’ der Inbegriff aller verschiedenen Klassen «, ist, für welche 
w(i,) =" wird, und da jeder der drei Complexe w,, w,z, w,t aus gleich 
vielen verschiedenen Klassen besteht, so ist 
AL,yy=4tp(h)=ähiylh, (WR), 

weil jede Klasse der Gruppe einem und nur einem dieser drei Complexe 
angehören muss”*). 

*) Vertauscht man die beiden Invarianten a, b des Körpers AK miteinander, 
wodurch die Function W in ihr Quadrat übergeht ($ 7, Anm. auf S. 64), so bleibt diese 
Gruppe ı, ungeändert, d. h. sie ist ebenfalls eine Invariante des Körpers X. 

**) Ist % ein beliebiger Charakter einer beliebigen Abelschen Gruppe &, bedeutet 
ferner %, die Gruppe aller derjenigen Elemente von 8, für welche Y= 1 wird, und 
setzt man (Y,,R) = n, so ist » zugleich die Anzahl aller verschiedenen Werthe von %, 
und diese Werthe % sind die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung W"—= 1: zugleich ist 
K = w,®, wo ® eine Periode, d. h. eine Gruppe bedeutet, welche aus den Potenzen 
eines einzigen Elementes 7 besteht. Umgekehrt, wenn £ = SP ist, wo 9 und B 
Gruppen bedeuten, deren letztere ® eine Periode ist, so giebt es, wenn (9, 8) = (9, ®B) 
— n gesetzt wird, genau g(n) verschiedene Charaktere der Gruppe &, welche der Be- 
dingung U, =D genügen. — Ist ferner A eine in K enthaltene Gruppe, so ist die 
über alle Elemente « von A ausgedehnte Summe $Y'w(«e) immer und nur dann = (, 
wenn W kein Theiler von %, ist. 
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Nach dem Satze XIV in$8 ist nun gewiss w(u)= 1, wenn u 
einer rationalen Zahl r congruent ist (mod. %k), d. h. wenn u einer der p(k) 
Zahlklassen der oben mit R bezeichneten Gruppe angehört; mithin ist N 
ein Theiler der Gruppe w,, und für alle p(k) Klassen eines Complexes #tv 
hat der Charakter yw denselben Werth w(r). Dies wollen wir jetzt auf die 
am Schlusse von $ 7 betrachtete Summe 


>} uU (u) 
6H = zu 


anwenden, wo « alle relativen Primzahlen zu % durchläuft. Da die Ge- 
sammtgruppe $ aller p'(k) Zahlklassen « aus „"(k) Complexen von der 
Form Rv besteht, so wollen wir zur Abkürzung 


] 
sv) = 
OR ) N (u) 


setzen, wo u alle Zahlen der in dem Complex Rv enthaltenen y(k) Klassen 
durehläuft; dann wird offenbar 
6H = Zyuhr)S(Nv), 
wo die Summe 2 auf ein System von p'(k) geeignet gewählten Zahlen 
v auszudehnen ist, der Art, dass die entsprechenden Gomplexe Wr alle Zahl- 
klassen der Gruppe St erschöpfen. Die weitere Ulmformung des vorstehen- 
den Ausdrucks bildet den Hauptgegenstand unserer ferneren Untersuchungen. 
$ 10. 
Die Wurzeln der Ordnung [1, kp]. 

Betrachtet man einen bestimmten Klassencomplex von der Form Rr, 
so ist die eben definirte entsprechende Summe S(#Rrv) über alle und nur 
diejenigen Zahlen « auszudehnen, welche = rv (mod. k) sind, wo r jede 
rationale Zahl bedeutet, welche relative Primzahl zu k ist. Das System 
aller dieser Zahlen « bildet einen Theil des Systems aller derjenigen 
Zahlen A, welche = xv (mod. k) sind, wo x jede ganze rationale Zahl be- 
deutet; jede solche Zahl A ist also von der Form wk+zrv, wo w alle 
Zahlen in o (d.h. alle ganzen Zahlen des Körpers 0), und x alle Zahlen 
des Moduls [1] durchläuft, und umgekehrt ist jede in dieser Form dar- 
stellbare Zahl A= xrv (mod. k). Das durch % und v vollständig bestimmte 
System dieser Zahlen A, welches wir kurz mit k, bezeichnen wollen, ist 
offenbar ein endlicher Modul, und wenn man die in der Modultheorie übliche 
(auch oben in $$ 3, 4, benutzte) Bezeichnung anwendet, so wird 

k, = [k,ko,v]) = vok+[v]; 
Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 1. 11 
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wir wollen vorläufig diese Form eines dreigliedrigen Moduls beibehalten 
und erst später die Zurückführung auf einen zweigliedrigen Modul mit 
irredueibeler Basis betrachten. Die 'T'heorie dieser Moduln %,, welehe ich 
die Wurzeln der Ordnung k, = ok+[1] = |1, ko] genannt habe, ist in Dirichlets 
Vorlesungen über Zahlentheorie ausführlich dargestellt ($ 181. 8. 622—627 
der dritten, und $ 187. 5. 651-657 der vierten Auflage), und ich werde 
mich später auf diese Darstellung berufen; für unseren nächsten Schritt ist 
aber diese T'heorie noch entbehrlich. Offenbar sind zwei solche Moduln %,, k, 
stets und nur dann identisch, wenn die beiden Zahlen «u, v (die immer als 
relative Primzahlen zu A vorausgesetzt werden) denselben Klasseneomplex 
Nu = Nr erzeugen, und folglich ist die Anzahl (A) aller verschiedenen, 
in St enthaltenen Complexe N» zugleich die Anzahl aller verschiedenen 
Moduln #,. Setzen wir nun zur Abkürzung 


1 
S(h)=2ıay' 


wo 4 alle Zahlen des Moduls 4, mit einziger Ausnahme der Zahl Null und 
zwar jede solehe Zahl nur einmal durchläuft, so enthält diese Summe alle 
Glieder der in$ 9 mit S(Nv) bezeichneten Summe und ausserdem unendlich 
viele andere Glieder; aber wir wollen beweisen, dass trotzdem 

6H = Fw(v)S(Rrv) = FZw(v)S(k,) 
ist, wo die zweite Summe > auf alle g’(k) verschiedenen Moduln %, aus- 
zudehnen ist. 

Um den Gang des Beweises, welcher auf dem Satze XVI in $ 8 
beruht, nicht zu unterbrechen, schieken wir folgende Betrachtungen über 
gewisse T'heiler der Gruppe 8 voraus. Ist k=mn, wo m,n natürliche 
Zahlen bedeuten, so ist jede relative Primzahl « zu 4% von selbst auch 
relative Primzahl zu m, und wir wollen den Inbegriff aller derjenigen von 
diesen Zahlen «, welche = 1 (mod. m) sind, mit W bezeichnen; derselbe 
besteht offenbar aus einer gewissen Anzahl von Zahlklassen (mod. %), welche 
eine Gruppe, einen Theiler der Gruppe $ bilden. Umgekehrt, wenn eine 
gegebene Zahl w relative Primzahl zu m ist, so folgt hieraus im Allgemeinen 
zwar noch nicht, dass » auch zu % relative Primzahl ist, aber man überzeugt 
sich leicht*), dass es immer Zahlen giebt, welche = w (mod. m) und zu- 


*) Die Congruenz w, = w (mod. m) ist (nach D. $ 180. II. S. 568) vereinbar mit 
o, =1 (mod.x), wo x das Product aller Primzahlen rz bedeutet, die in Ak, aber nicht 
in m aufgehen. 
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gleich relative Primzahlen zu %k sind, und wenn w, irgend eine bestimmte 
solehe Zahl bedeutet, so wird ihre Gesammtheit durch den in der Gruppe & 
enthaltenen Klassencomplex No, dargestellt; wendet man daher das in $9 
erklärte Gruppensymbol an, so so wird 
1,N) = Fk) 
\ u u Y \ 9 
y'(m) 
weil zu jeder der (m) Zahlklassen » (mod. m) ein und nur ein Complex 


N, K) = p'(m) 


); 
Nw, gehört, und weil 1, RK) = (1, = y'(k) ist.*) 

Bedeutet nun X wie bisher die Gruppe aller derjenigen y (A) Klassen 
in $, in welchen sich auch rationale Zahlen r befinden, so leuchtet ein. 
dass die Gruppe AN aus lauter solehen Klassen besteht, deren Zahlen 
nach dem Modul m mit rationalen Zahlen eongruent sind; umgekehrt, wenn 
« relative Primzahl zu k und zugleich = z (mod. m) ist, wo z rational, so 
ist z gewiss relative Primzahl zu m, man kann daher eine ebenfalls rationale 
Zahl r, welche zugleich relative Primzahl zu % ist, so wählen, das r=z 
(mod. m), also auch v=r (mod. m) wird, und hieraus folgt nach dem Obigen, 
dass « in einer Klasse des Complexes Wr, also auch in einer Klasse der 
Gruppe NN enthalten ist. Mithin ist diese Gruppe N% der Inbegriff aller 
derjenigen Klassen in St, deren Zahlen nach dem Modul » mit rationalen 
Zahlen congruent sind, und es ist auch leicht, den Grad dieser Gruppe, 
d.h. die Anzahl (1,3%) der in ihr enthaltenen Klassen zu bestimmen. 
Da nämlich g (m) die Anzahl derjenigen nach m incongruenten rationalen 
Zahlen z ist, welche relative Primzahlen zu » sind, und da jeder dieser Zahlen 
ein Complex Wr von (1,%) Klassen in A entspricht, deren Zahlen « = z 
‚mod. m) sind, so ist 


x . a k) g k 
(RAN) = y(m)(1,R) = pm) a I 


pm p' (m) 
Da ferner (1,R) (RAN) = (1,RW), und (1,0) = y(k) ist, so ergiebt sich 
zugleich 
RRN,- IH SE 
pia)g (m g'' (m 
Zu denselben Resultaten gelangt man auch, wenn man bedenkt, dass 


*) Dieselben Sätze wiederholen sich in der Zahlentheorie jedes endlichen 
Körpers @ bei der Vergleichung der Zahlklassen, die sich auf irgend ein Ideal f be- 
ziehen, mit den Zahlklassen, die sich auf ein in f aufgehendes Ideal m beziehen. 
Ist & der Körper der rationalen Zahlen, so bilden die entsprechenden Sätze eine 
wesentliche Grundlage für die gesammte Theorie der Kreistheilung. 


Ex” 
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RAN = (RN = (D,W) ist, wo D den grössten gemeinsamen Theiler der 


Gruppen WR, W bedeutet; denn jede in D enthaltene Klasse wird durch 
eine rationale Zahl r repräsentirt, welche relative Primzahl zu % und zu- 
gleich = 1 (mod. m) ist, mithin ist ihre Anzahl 
k) 
1.D) = yeh = 
IS) 
und da 


a _ \ _ CK) 
(1, D) (D, R) = (1, N) = p' (m) 


sein muss, so ergiebt sich für (D,N), also für (RN, AN) wieder der obige 
Ausdruck. 

Aus der -eben festgestellten Bedeutung der Gruppe AN ziehen wir 
endlich noch folgenden Schluss. Ist » wieder eine gegebene relative Prim- 
zahl zu m, und bedeutet ®, wie oben eine bestimmte relative Primzahl 
zu k, welche = w (mod. m) ist, so war Ww, der Complex aller der Klassen 
in St, deren Zahlen ebenfalls = w (mod. m) sind; ebenso leuchtet jetzt ein, 
dass ANw, der Complex aller der Klassen in $t ist, deren Zahlen = zw 
(mod. m) sind, wo z alle rationalen relativen Primzahlen zu m durchläuft. 


Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zum Beweise des oben 
ausgesprochenen Satzes über die Umformung der Summe 6H. Wir heben 
zunächst die charakteristische Eigenschaft aller in den Moduln %, enthaltenen 
Zahlen A hervor, welche darin besteht, dass der grösste gemeinsame Theiler 
von k und A immer eine natürliche Zahl ist. Da nämlich A zv (mod. %), 
und x rational, ferner » relative Primzahl zu % ist, so ist der rationale 
(positiv genommene) grösste gemeinsame Theiler » der beiden rationalen 
Zahlen 4, x auch derjenige von k und zv, also (nach D. $ 180. S. 566) 
auch derjenige von k und 4; setzt man daher k= mn, so wird A= wn, wo 
« relative Primzahl zu m ist. 


Umgekehrt, wenn eine solche Zahl = wn gegeben ist, so suchen 
wir alle Moduln #,, in denen A enthalten ist. Die erforderliche und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass 4 in k, enthalten sei, besteht in der Existenz 
einer rationalen Zahl x, welehe der Congruenz ev = 4 = wn (mod. k) genügt, 
und da k= mn, und v relative Primzahl zu % ist, so muss zunächst x durch » 
theilbar, also x = ry sein; hieraus folgt yr = w (mod. m), und weil w relative 
Primzahl zu m ist, so gilt dasselbe auch von der rationalen Zahl y; es 
giebt daher rationale Zahlen z, welche der Congruenz y3 = 1 (mod. m) 
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genügen, und hieraus folgt » = zw (mod. m); zufolge der obigen Bemerkung 
muss daher v einer Klasse des Complexes AN, angehören, wo w, wieder 
eine relative Primzahl zu k bedeutet, welche = » (mod. m) ist, und um- 
gekehrt leuchtet ein, dass dann die Zahl A wirklich in dem Modul %, ent- 
halten ist, weil aus v = zw (mod. m) rückwärts yv = ® (mod. m), av wn=/} 
(mod. k) folgt, wo ya = 1 (mod. m) und z=ny ist. Mithin ist der Complex 
NNW, der Inbegriff aller derjenigen Zahlklassen v, welehe die Eigenschaft 
haben, dass die gegebene Zahl = wn in dem Modul 4, enthalten ist”), 
und die Anzahl dieser verschiedenen Moduln %,, d. h. die Anzahl der in dem 
Complexe RNw, enthaltenen verschiedenen Complexe Rrv, ist = (NR, AN) 
= g"(k):p" (m). Wir haben nun zwei wesentlich verschiedene Fälle zu be- 
trachten. 

Ist die gegebene Zahl A selbst relative Primzahl zu 4, so ist n=1, 
m=k, W=1; die Zahl % tritt daher nur in einem einzigen Modul k, = 4, 
auf und erzeugt nur ein einziges, mit dem Coeffieienten (4) behaftetes Glied 
N»), und dieses Glied findet sich ebenso in der ersten, wie in der zweiten 
Summe, deren Identität wir zu beweisen haben. 

Ist aber A nicht relative Primzahl zu 4, ist also „> 1, m<-k, so 
liefert A gar keinen Beitrag zu der ersten Summe; da aber die Zahl A in 
(RAN) verschiedenen Moduln %, enthalten ist, so liefert sie zu der zweiten 
Summe ebensoviele Beiträge w(v)N())""; um daher auch für diesen Fall 
die Identität der beiden Summen und hiermit unseren Satz zu beweisen, 
brauchen wir nur noch zu zeigen, dass die über alle diese Moduln %, er- 
streckte Summe Zw(v)=0 ist. Hierzu berufen wir uns auf den Satz XV] 
in $ 8, den wir nach unserer jetzigen Bezeichnung offenbar so aussprechen 
können, dass es in der Gruppe X eine Zahlklasse « giebt, für welche 
w(u) = og, also nicht = 1 wird. Die Gruppe N ist daher kein Theiler**) der 
in $ 9 definirten Gruppe w,, und folglich ist der grösste gemeinsame 
Theiler E dieser beiden Gruppen ein echter Theiler von X, d.h. & ist ver- 
schieden von N, mithin (&, WN= (v„ WM = (v, WW) >1, und da 


wo 0” —k, das kleinste gemeinsame Vielfache der beiden Moduln o», k, und m, = om + [v] 
—= k,m, ist. 


**) Vergl. den Schluss der zweiten Anmerkung zu $9 auf S.80, worin das 
Wesen des obigen Beweises enthalten ist. 















86 Dedekind, über die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkörpern. 


RK) = 1, also yN=L) Mithin besteht die Gruppe N aus den drei 
verschiedenen Complexen &, Eu, Eu’, und für die in ihnen enthaltenen 
Klassen nimmt der Charakter vw resp. die Werthe 1, o, oe’ an, während 
v(e) = w(u) =1, also Eu =€ ist. Bedenkt man ferner, dass die Gruppe 
RX (nach $ 9) ein Theiler der Gruppe w,, also die Gruppe NE ein gemein- 
samer Theiler der beiden Gruppen y, NRW ist*), so ergiebt sich ebenso, 
dass die Gruppe AN aus den drei verschiedenen Complexen NE, RNEu, 
REu’, und folglich der Complex NXw, aus den drei verschiedenen Com- 
plexen NCo, REuw, NEu’w, besteht. Zerlegt man nun die Gruppe 
RE in lauter verschiedene Complexe von der Form Ne (deren Anzahl 
offenbar = p’(k):3g"(m) ist), so ist hiermit auch der Complex NVto, in 
lauter verschiedene Complexe Nr zerlegt, und zwar hat v» alle Klassen 
£W,, &11@,, &uw, zu durchlaufen, welehe den verschiedenen Klassen & ent- 
sprechen. Hiermit sind zugleich alle Moduln %, gefunden, in denen die 
Zahl 4 enthalten ist; vereinigt man nun immer die drei Klassen v, welche 
derselben Klasse g entsprechen, und bedenkt man, dass w(ew,) = w(w,), 
v(suo,) =oWw(w,) w(euww,)=o'w(w,), und folglich die Summe dieser drei 
Werthe =0 ist, so ergiebt sich, dass auch die über alle Klassen v erstreckte 
Summe Iw(r)=0 ist, und hiermit ist unser obiger Satz vollständig be- 
wiesen. — 
$s 11. 
Binäre quadratische Formen. 

Die sämmtlichen g’(A) verschiedenen Moduln 4, = ok+[r] sind 
(nach D. $ 187. 8. 651—657) dadurch vollständig charakterisirt, dass sie 
die Ordnung A, =|jl,Ae] haben und der Bedingung 0%, = 0 genügen, und 
da k,k,= h,, 
Gruppe. Da ferner unsere Funetion vw für alle diejenigen in einem solchen 
Modul %, enthaltenen Zahlen, welche relative Primzahlen zu k sind, den- 


ist, so bilden sie hinsichtlich ihrer Multiplieation eine Abelsche 


*) Offenbar ist NE der grösste gemeinsame Theiler von %,, RN, und dieser 
Satz gilt allgemein für irgend welche Theiler w,, N, N einer beliebigen Abelschen Gruppe 
8, wenn R Theiler von w,. und ® der grösste gemeinsame Theiler von w,, R ist. 
Bedient man sich einer kürzlich von mir vorgeschlagenen Ausdrucksweise ($ 4 des Auf- 
satzes „Ueber Zerlegungen von Zahlen durch ihre grössten gemeinsamen Theiler“ in der 
Festschrift zur Braunschweiger Naturforscher- Versammlung 1897), so ist diese Eigenschaft 
so auszusprechen, dass die sämmtlichen Theiler einer beliebigen Abelschen Gruppe immer 
eine Dualgruppe vom Modultypus bilden. 
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selben Werth besitzt, so kann man sie von den Zahlen oder Zahlklassen » 
auf die Moduln %, eindeutig übertragen, indem man w(k,) = w(v) setzt; aus 
der Eigenschaft w(uv) = w(u)w(v) folgt dann w(k,k,) = w(k,,) = w(ur) = 
w(k,)w(k,), mithin ist w jetzt auch ein Charakter der eben genannten Gruppe 
aller Moduln %,. Zugleich wird 

6H = Zw(k,)S(k,), 
wo die Summe > über alle „’(%) Moduln %, auszudehnen ist, und hier ist 


| 
S(k,)= 2 Nay' 
wo 4 alle Zahlen des Moduls 4, (mit Ausnahme der Null) zu durch- 
laufen hat. 

Bezeichnet man nun die Moduln %, mit £,f£,&, je nachdem 
w(k,)= w(v) = 1,0, 0° ist, so nimmt der obige Ausdruck die: Form 

6H = FS(E)toFse)+to’Fs(h) 
an, wo die erste, zweite, dritte Summe resp. über alle Moduln £,, £,, &, aus- 
zudehnen ist. Die Moduln £, bilden für sich eine Gruppe, welche offenbar 
der Gruppe , in $ 9 entspricht, und wenn man wieder p'(k) = YA setzt 
(wie in $ 9), so ist ihre Anzahl = 3%, und ebenso gross ist die der Moduln £,. 
wie die der Moduln £.. 

Da zwischen den in $$ 6, 7 erklärten Functionen J, @, H der Variabeln s 
die Relation J=@H besteht, und da Jund @ durchaus reell sind, so gilt 
dasselbe auch für 4; hieraus folgt, dass in dem vorstehenden Ausdruck 
Zs(t) = FS(h), und folglich 

6H = FS(t)-FS(E) 

sein muss. Dasselbe bestätigt sich leicht auf folgende Weise. Ist » relative 
Primzahl zu der rationalen Zahl %, so gilt dasselbe von der mit » eonjugirten 
Zahl v’, und die beiden Moduln A, = ok-+/[r], k,. = oAk+[v] sind ebenfalls 
mit einander conjugirt, d. h. jede Zahl A des Moduls A, ist conjugirt mit 
einer Zahl # des Moduls %,, und umgekehrt. Da nun NÜ)=N(#), so 
ist auch S(k,) = S(k,); da ferner w(r) = w(v)’ ist (nach 87. X), so wird, 
je nachdem %, ein Modul £,#.E& ist, #, ein Modul E£,%,, sein*); die 
Moduln £, sind daher die sämmtlichen mit den Moduln £, eonjugirten Moduln. 
und folglieh ist IS(E) = IS(E,), w. z. b. w. 


*) Dasselbe ergiebt sich auch aus dem Satze k,k, = Ä,, = k, welcher daraus 
folgt, dass die Zahl »»' rational ist, also einer Klasse der Gruppe NR angehört (vergl. 


D. 8. 645, 653). 
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Eine zweite Vereinfachung ergiebt sich aus der Betrachtung der 
äquivalenten Moduln k,. Die sämmtlichen mit der Ordnung k, äquivalenten 
Moduln k, sind (nach D. 8.655) von der Form ok, wo o alle Einheiten 
+1, +e, +e’ durchläuft, und da jeder Modul durch Multiplieation mit (—1) 
in sich selbst übergeht, so sind nur die drei Moduln 


h,=o4k+[l, ekhh=ok+tlol=k, eh=ok+[e)=k, 


zu betrachten; diese drei äquivalenten Moduln sind aber wirklich von 
einander verschieden, weil k>1 ist, und weil folglich die drei Klassen- 
eomplexe N, Ne, No’ verschieden sind. Bezeichnet man mit © die Gruppe 
der durch die sechs Einheiten o repräsentirten Klassen (welche alle ver- 
schieden sind, weil k>2 ist), so haben A und © die beiden Klassen +1 
gemein, und die Gruppe RS besteht aus den drei Complexen R, Ro, Ro’; 
zugleich ist (RS, 8) = 3%’, und man erkennt leicht, dass jedem Complex 
NSrv ein Tripel von drei verschiedenen Moduln 
kn K.=ohb, kKu=o’k, 


entspricht, welche mit einander, aber mit keinem anderen Modul äquivalent 
sind. Da nun, wenn 4 alle Zahlen in 4, durchläuft, oA alle Zahlen in o%,, 
und 0° alle Zahlen in 0%, durchläuft, so folgt S(k,) = S(k,,) = S(k,,.), weil 
N(A)= N(ei) = N(e’4) ist; da ausserdem w(o)=1, also w(k,)= w(k,,) 
= w(k,,.) Ist, so gehören je drei solehe äquivalente Moduln entweder alle 
zu den Moduln £, oder alle zu den Moduln £,, oder alle zu den Moduln £,. 


Behält man daher von je drei Moduln %,, k,,, k,., immer nur einen bei, so 


vo) 
geht unsere obige Gleichung in 


2H= 2'S(t)-'S(f,) 


über, wo die Summationen I’ auf alle nicht äquivalenten Moduln ff, aus- 
zudehnen sind; jede dieser beiden Summen besteht daher aus X” Gliedern. 


Die Anzahl aller nicht äquivalenten Ordnungswurzeln k, ist daher 
— 3%”, und ebenso gross ist (nach D. 8.656) die Anzahl aller derjenigen 
nicht äquivalenten endlichen Moduln m des Körpers Q, deren Ordnung 
mM’=A,—=[1,ke] ist. Dies beruht wesentlich darauf, dass alle Ideale (und 
Idealbrüche) des Körpers Q (d. h. alle Moduln von der Ordnung o) nur 
eine einzige Klasse bilden, also äquivalent sind, oder dass, was dasselbe 
sagt, je zwei Zahlen n, # des Körpers Q stets (und zwar auf sechs ver- 
schiedene Arten) in die Form „= «ed, #= Pd gesetzt werden können, wo 
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a, ß ganze relative Primzahlen bedeuten*); ist nun m irgend ein endlicher 
Modul von der Ordnung m’ = 4, so enthält er g 
unabhängige Zahlen und ist folglich (nach D. $ 172. VI) ein zweigliedriger 
Modul m = [n, #6) = d[e, P] = df; der mit m äquivalente Modul £=[«, 2] hat 
(nach D. $ 181. S. 579 oder $ 187. S. 655) dieselbe Ordnung ! = m’ = Ä,, 
und da zugleich of=o«e+oP=o ist, so ist f eine der Wurzeln %, der 
Ordnung Ak, w. z. b. w. 


ewiss zwei von einander 


Um nun die dem Modul %, entsprechende Summe S(k,) = EN(1) 
zu bilden, wo 4 alle Zahlen in k, (mit Ausnahme der Null 
es zweckmässig, die dreigliedrige Basis des Moduls 


durehläuft, ıst 


x 
F 


k, = ok+[v] = [k, ke, v] 


durch eine irredueibele, also aus zwei Zahlen «, 3 bestehende Basis zu er- 
setzen, was bekanntlich auf unendlich viele Arten geschehen kann (D.$ 172. 
S. 517-523). Wir bemerken zuvor, dass k, ein Theiler von o% ist und, 
weil » relative Primzahl zu % ist, aus % Zahlklassen (mod. %) besteht, deren 
Repräsentanten die Zahlen 0, v, 2v.... (k—1)r sind; nach der Bezeichnuı 
der Modultheorie ist daher 


Or 
15 


(k,ok) = k, 
und da o ein Theiler von %,, also (vo, k,)(k,, ok) = (0,0%) = N(k) = #*° ist, 
so folgt auch 
(FW AKT 
Setzt man nun 
k,= [e, Pf], 
so folgt aus o4,=o, dass «, 2 relative Primzahlen sind, und wenn man 


a=qa,-+4;0, P=b,+b,;o 


setzt. WO @,, a, b,, b, ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist (nach D. S 172. VII. 
S. 523) die Determinante 4b,—b,,=+(0,k)=+k. Da nun der Modul 
k, durch Vertauschung der beiden Basiszahlen «e, ?% nicht geändert wird, 
so dürfen und wollen wir festsetzen, dass immer 


a,b,—b,a; = +5 





*) Dass a, ö hier und im Folgenden eine ganz andere Bedeutung haben, wie 
in $$ 2—5, kann wohl keine Störung verursachen. 
Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 2. 12 
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sein soll, und demgemäss soll « die erste, # die zweite Basiszahl von k, 
heissen; zufolge dieser Bezeichnung wird gleichzeitig 


k,=[e, P] = [-e, —P] = [P, —e) = [—P, e), 
und die allgemeinste Darstellung ist 
», =Ta, Pl ea, =aa-+ecß, Pı =be+dP, 
wo a,b, c, d vier ganze rationale Zahlen bedeuten, die der Bedingung 
ad—be=+]1 
genügen*). Führt man die mit «, ? conjugirten Zahlen «', 5’ ein, so ist der 
mit k, eonjugirte Modul 
k,. = [e', —P']. 
Benutzt man ferner die bekannte Bezeichnung für die Zusammensetzung 
der Substitutionen (D. $ 55. S. 134), so wird 


a, 9) sh ( 0 ) (% b, 
@',ß/ N\,o’/ \a,,b,/' 
und wenn man die Determinanten nimmt, so drückt sich die obige Unter- 


scheidung zwischen der ersten und zweiten Basiszahl durch die Gleichung 
a?’ — Be’ = k(g’—g) = —k(1+20) = — kY—3 

aus, welche zugleich lehrt, wie aus «, 5 rückwärts die Zahl %k, also auch 

die Ordnung 4, =[l, ke] des Moduls [«, %] zu bestimmen ist. 

Zufolge dieser letzten Bemerkung gilt auch die folgende Umkehrung: 
wenn zwei relative Primzahlen «, 5 der vorstehenden Bedingung «5 --P«' 
— k(o’—e) genügen, so ist der Modul f=[e«, 5] gewiss eine Wurzel der 
Ordnung k%,=[1,ke]. Da nämlich «5’—?«' nicht verschwindet, so folgt 
zunächst, dass die Basis «, 3 irredueibel ist, mithin besitzt £ (nach D. S. 642) 
eine Ordnung f’ von der Form [1,mo], wo m eine natürliche Zahl ist; da 
ferner «, 9 relative Primzahlen sind, so folgt of=o, mithin ist f (nach 
D. S. 651-652) eine Wurzel der Ordnung E’, und hieraus folgt nach der 
obigen Untersuchung, dass ad'’—P«' =m(g’—o), also m=k =[1,ko)], 
mithin £f einer der Moduln %, ist, w. z. b. w. 

Hat man nun eine bestimmte Basis «, 9 des Moduls k, gewählt, so 
ist jede in 4, enthaltene Zahl A stets und nur auf eine einzige Weise in 
der Form 

, = ar+/Py 


*) Die Zahlen a, 5b sind natürlich nicht zu verwechseln mit den Invarianten 
des kubischen Körpers X in $$ 2—9. 
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darstellbar, wo x als erste und y als zweite Variabele unabhängig von 
einander alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen; zugleich wird 


NW)=4 = (ar+Py)(@c+Py) = Ar’+Baey+ly', 
wo zur Abkürzung 


A=ea, B=uß+Pße', C=ß, 
gesetzt ist, und dem Modul %k, entspricht die Summe 


1 


S(k)= 2 -Cy?y' 
R,) (Az’+ Bzy+ Cy?”) 


welche über alle Paare x, y mit Ausnahme des Paares 0, 0 auszudehnen ist. 


Offenbar sind A, C positive und, wie auch B, ganze rationale Zahlen, 
und da « relative Primzahl zu /, also auch «' relative Primzahl zu ?’ ist, 
so können A, B, € keinen gemeinsamen Theiler haben; denn wenn r eine 
in A und C aufgehende Primzahl des Körpers Q bedeutet, so sind von den 
vier Zahlen «, ?', «', # entweder nur die beiden ersten oder nur die beiden 
letzten durch x theilbar, und in beiden Fällen kann 7 nicht in B aufgehen. 
Da ferner 

B’—-4AC= (of Pa) =—3k’=D 


ist, so entspricht jeder Basis «, 5 des Moduls k, eine bestimmte positive, 
ursprüngliche, binäre quadratische Form (A, B, C), deren Disceriminante” ) die Grund- 
zahl D des kubischen Körpers K ist (S 4). Ersetzt man aber «, 5 dureh die 
oben angegebene allgemeinste Basis «,, ?,, und bezeichnet man mit x,,Y, 
die zugehörigen Variabelen, welche wieder alle ganzen rationalen Zahlen 
durchlaufen, so folgt aus der doppelten Darstellung 


.=orc+Py= ar + PiYı 
dass die alten und neuen Variabelen durch die Gleichungen 
x = ar, +by,. y= cr, +dy, 


verbunden sind; mithin geht die Form (A,4B,C) dureh die Substitution 
©) In diejenige Form über, welche der neuen Basis «,, 5, entspricht. 
Alle diese Formen sind daher eigentlich äquivalent (D.-$ 56. S. 136) und 
bilden die sämmtlichen Individuen einer bestimmten Formenklasse ‘5,. welche 





*) Vergl. D.$ 145. Anmerkung auf S. 358—389. 
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dem Modul A, entspricht. Dieselbe Formenklasse entspricht aber auch den 
beiden anderen, mit k, äquivalenten Moduln 


k,=oh,=[eg, Po, Km e'k, = [ap, Be’), 

weil die Zahlen A, B,C offenbar ungeändert bleiben. wenn a, resp. durch 
«o, 90 oder durch «g°, Pg° ersetzt werden; es ist daher $, = %,.= 

Umgekehrt, wenn irgend eine positive ursprüngliche Form (A, 4B, C) 
von der Diseriminante 

B’—-4AC=D=-—3# 

gegeben ist, so fragen wir, ob es eine Basis «, 5 eines Moduls A, = [e, ?} 
giebt, welcher diese Form im obigen Sinne entspricht. Um dies zu unter- 
suchen, betrachten wir die beiden conjugirten, offenbar ganzen Zahlen 


Pe 2. da un 


2 


B—ky—3_ ibn 9 
WERK > 


Ds 


in 6=- 


welche mit A, B,C, k durch die Gleichungen 
0+@9'=B, 90 — AC. 0-0 =—k(1+2o) 


verbunden sind. Soll nun die gegebene Form der Basis «, % entsprechen, 
so ist erforderlich und hinreichend, dass «, % relative Primzahlen sind, 
welche den obigen Bedingungen «d’— Pa’ = —k(1+2g), ae = A, e#’ +P«=B, 
> Dr 


PP = C, also den Bedingungen 


ı WA ]| 


3 u ! 1 
ca = A, Ba = 0, of = ©, PP =C 


genügen. Durch die beiden ersten, und ebenso durch die beiden letzten 
dieser vier Bedingungen ist zunächst das Verhältniss der beiden gesuchten 
relativen Primzahlen «, % aus den gegebenen Zahlen A, ©, 0°, C vollständig 
zu bestimmen in den beiden Formen 


SE NIE; 


welche vermöge der Relation AC= 00 mit einander übereinstimmen. Often- 
bar giebt es immer nur sechs verschiedene solche Paare von relativen 
Primzahlen «, 3; denn die beiden gegebenen Zahlen A,© besitzen im 


’ 


Körper Q sechs verschiedene associirte grösste gemeinsame Theiler y, und 
jeder von ihnen liefert ein entsprechendes Zahlenpaar 


A Ra 
= —, P= . 


ar 3 
j ? 


Hat man nun eine bestimmte Wahl über y., also auch über «, 5 getroffen, 
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so folgt aus C@a= 0, dass C durch 5, ebenso ©' durch « theilbar ist: 
wir haben daher eine Zerlegung von der Form 

A=oy, = Py, 0 = ad, C= fd, 
wo Ö ein durch die Wahl von y bestimmter, grösster gemeinsamer Thheiler 
von ©,C ist. Dureh den Uebergang zu den conjugirten Zahlen ergiebt 
sich hieraus die zweite Zerlegung 


A=ay,, = ad, G=fPYy, =‘, 


nD 


mithin muss « als gemeinsamer T'heiler von A, © ein Theiler von y sein, 
und wenn man y=«e setzt, so folgt aus A=uc«'s, dass e= € eine natür- 
liche Zahl ist, weil dasselbe von ««@ und von dem ersten Coeffieienten A 
der positiven Form (A,4B,C) gilt; aus der doppelten Darstellung von © 


\ 


folgt ferner Ay = Pa’e = «'d 


‚also "=Pe = Pe, und die beiden obigen 


Zerlegungen fliessen zusammen in die folgende 

A= aus, 0 = Aus, 0 = aße, C=PPe. 
Die natürliche Zahl e ist daher gemeinsamer Theiler von A, C, ©, ©, also 
auch von B=0+0', und da (A,4B,C) eine ursprüngliche Form ist, so 
folgt e= 1, also 


„a! 


A= ac, () = Pa, F aß, (m ß J 


Jedes der auf die obige Weise aus den gegebenen Zahlen A, © abgeleiteten 
sechs Paare von relativen Primzahlen «, 5 ist daher wirklich eine Basis 
eines Moduls %,, der die gegebene Form (A,4B,C) entspricht, und ausser 
diesen Basen giebt es keine andere. Bezeichnet man eine bestimmte von 
ihnen mit «,, so haben sie die gemeinsame Form «o, 0, wo o alle sechs 
Einheiten +1, +0, +0’ durchläuft, und sie liefern immer drei verschiedene. 
aber äquivalente Moduln 


k, = le, P), ki, ..® 09, ’o). ki, er | ao”, ' I0° |. 
Das hiermit gewonnene Resultat können wir so aussprechen: 

Jedem Tripel von äquivalenten Moduln k,,k,,,%,.. entspricht eine be- 
stimmte Klasse 5, von eigentlich äquivalenten quadratischen Formen der Dis- 
criminante D= —3Kk', und umgekehrt entspricht jede solche Formenklasse immer 
einem und nur einem solchen Tripel von Moduln. Die gemeinsame Anzahl der 
Modultripel und Formenklassen ist = 3k. 

Jeder Basis «, 3 des Moduls 4 
Basis @', —/' des mit k, conjugirten Moduls 4,.; ersetzt man aber «, 3 resp. 


entspricht, wie oben bemerkt, eine 


» 
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durch «@',—/', so gehen die drei Zahlen A,B,C resp. in A,—B,C über, 
also entsprechen diesen Basen der Moduln 4,, k,. die beiden entgegengesetzten 
Formen (A,3B,C) und (A, —%B,C); zugleich ist 4, mit k,,, und ebenso 
k,., mit A, eonjugirt, und zwei solchen conjugirten Tripeln entsprechen 
zwei entgegengesetzte Formenklassen 5, und %,.. 

Hinsichtlich der Auswahl der Basen «, # und der entsprechenden 
Formen (A,4B,C) erwähnen wir zwei verschiedene Regeln, deren jede 
sich durch besondere Vorzüge empfiehlt. Die eine besteht darin, dass man 
(nach D. $ 187. 8. 652-655) für die erste Basiszahl « eine natürliche 
Zahl m wählt; setzt man dann die zweite Basiszahl #%=t-+ne, so wird 
immer mn = k, und die entsprechende Form hat die Coefficienten 


A=m, B=m(2t—n), C=tf—In+n’; 


diese Formen bilden einen speciellen Fall derjenigen Formen, welche 
Gauss in den Artikeln 254, 255 der Disquisitiones Arithmeticae betrachtet 
(vergl. D.$$ 150, 151). Nach der zweiten Regel wählt man die Basis 
immer so, dass ihr eine sogenannte redueirte Form (A,4B,C) entspricht, 
in welcher absolut genommen BZASC, und welche aus der ersten 
Form leicht abzuleiten ist (Art. 171 der Disqu. Arithm. oder D. $ 164). 
Wir erinnern noch daran, dass (nach D. $ 187) der Multiplication der 
Moduln, welche durch A,Ak,=k,, ausgedrückt wird, die Composition der 
Formenklassen 5,5, = d., entspricht, und knüpfen hieran die folgende Be- 
trachtung. Da jeder Formenklasse 5, ein und nur ein Tripel von Moduln 
h,, h,,. A, entspricht, welche denselben Charakter w(r) haben, so kann 
man diesen Charakter eindeutig auf die Formenklasse übertragen, indem 
man w(5,)=w(k,)=w(r) setzt, und da hieraus vw(5,%8,) = v(},) v8.) 
folgt, so ist jetzt w ein Charakter der Abelschen Gruppe 9, welche aus 
den 3%’ Formenklassen ‘5 besteht. Wir haben oben mit f, alle diejenigen 
Moduln %, bezeichnet, deren Charakter w(k,)=1 ist; sie bilden eine aus 
k‘ Tripeln bestehende Gruppe, und ebenso bilden die zugehörigen A” 
Formenklassen eine Gruppe ®©, welche wieder der Gruppe w, in $ 9 ent- 
sprieht: zugleich ist (&, $) = 3. und wenn man mit ‘5, eine bestimmt ge- 
wählte Formenklasse bezeichnet, deren Charakter =o ist, so besteht die 
(sesammtgruppe Ö der 3% Formenklassen aus den drei Complexen ©, 
$%,=d, Gy = ©, denen resp. die Uharaktere 1,0,0° zukommen. In 
welcher Beziehung steht nun diese Gruppe & zu unserem kubischen Körper X? 
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Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir alle diejenigen in D 
nicht aufgehenden natürlichen Primzahlen p, welche = 1(mod. 3) sind, von 
welchen also die Grundzahl D quadratischer Rest ist. Im quadratischen 
Körper Q@ ist daher p= nn, wo n,n’ zwei conjugirte, wesentlich verschie- 
dene Primzahlen bedeuten, die nicht in 3% aufgehen; diese Primzahlen 
sind resp. in den beiden conjugirten Moduln %,,%,. enthalten, und da 
p=N(n)=N(a') ıst, so ist p darstellbar durch jede in den beiden entgegen- 
gesetzten Formenklassen %,, %.. enthaltene Form (A,4B,C). Da umgekehrt 
(nach D. $ 60) jede solche Form, durch welche p darstellbar ist, mit einer 
Form (p,Sr,g) äquivalent ist, wo "= D+4pq = D(mod. 4p), und da die 
letztere Form, wie oben gezeigt ist, immer nur drei äquivalenten Moduln 
k,=[e, ] entspricht, wo ae’ =p, also « mit z oder a’ assocüirt und folg- 
lich auch relative Primzahl zu k ist, so muss 4, =4,, oder = k,.. sein, 
mithin gehört die Form (p,4r, g) einer der beiden Formenklassen %, I 
an, und die natürliche Primzahl p ist daher ausschliesslich darstellbar durch 
die Formen dieser beiden Klassen (vergl. D. $$ 86, 87). Nun gehört die 
Formenklasse 5, dem Complexe ©, &,®;,, und gleichzeitig gehört die 
Formenklasse F,. dem Complexe ©, ©, ©, an, je nachdem w(r) = 1, o, o' 
ist; nach der Definition der Funetion w in $ 7 tritt aber der erste dieser 
drei Fälle dann und nur dann ein, wenn ab’ kubischer Rest der natürlichen 
Primzahl p ist, wo a.b die Invarianten des kubischen Körpers K bedeuten. 
Wollen wir diesen Körper K nicht ausdrücklich erwähnen, so besteht das 
hiermit gewonnene Resultat in dem folgenden 

Satz. Ist mindestens eine der beiden natürlichen Zahlen a,b >11, 
und ab durch kein Quadrat einer natürlichen Primzahl theilbar, setzt man 
ferner k=3ab oder =ab, je nachdem (a’—b') durch 9 untheilbar oder theil- 
bar ist, so ist die Anzahl aller nicht äquivalenten, positiven, ursprünglichen 
binären quadratischen Formen (A,}B,C) von der Discriminante B—4AU 


=D=-—3#h” immer ein Vielfaches 3k" von 3, und ein Drittel der durch 


b 
diese Formen vertretenen Formenklassen bildet eine Compositionsgruppe Ö, 
welche durch die folgende Eigenschaft charakterisirt ist: Bedeutet p jede 
natürliche Primzahl, welche = l(mod. 3) ist und nicht in D aufgeht, so sind 
durch die k‘ Formen der Gruppe & alle und nur solche Primzahlen p dar- 
stellbar, von denen ab’, also auch a’b kubischer Rest ist, während durch die 
Formen der übrigen 2k Klassen alle und nur solche Primzahlen p darstellbar 


sind, von denen ab’ kubischer Nichtrest ist. 
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Wollen wir aber die Bedeutung der quadratischen Formen für den 
kubischen Körper Ä hervorheben, so erinnern wir uns daran, dass (nach $ 5) die 
natürliche Primzahl p, je nachdem ab’ kubischer Rest oder Nichtrest von p 
ist, im Körper K durch drei verschiedene Primideale ersten Grades theilbar 
oder selbst eine Primzahl dritten Grades ist, und erhalten den folgenden*) 

Satz. Bedeutet D die Grundzahl eines kubischen Körpers K, so ist 
die Anzahl der Klassen, in welche die ursprünglichen binären quadratischen 
Formen von der Discriminante D zerfallen, ein Vielfaches von 3, und ein 
Dritiel dieser Klassen bildet eine durch folgende Eigenschaft charakterisirte 
Compositionsgruppe ©: Bedeutet p jede, in D nicht aufgehende, natürliche Prim- 
zahl, von welcher D quadratischer Rest ist, so wird p im Körper K durch 
drei verschiedene Primideale theilbar oder selbst eine Primzahl sein, je nach- 
dem p durch eine Form der Gruppe © darstellbar ist oder nicht. 

Auf einem der Papiere aus dem Nachlasse von Gauss, welche mir 
— wahrscheinlich im Jahre 1860 — zur Ansicht, aber nicht zur Heraus- 
gabe mitgetheilt wurden, befand sich eine Bemerkung über kubische Reste, 
welche nach meiner Abschrift folgendermassen lautet: 

Obseruatio venustissima inductione facta. 
2 est Residuum vel non residuum cubicum numeri primi p formae 
3n-+1, prout p repraesentabilis est per formam 
2c+2tyy 
vel 420 -+-2zy+yy. 
3 est Residuum vel non residuum, prout p repraesentabilis est per 
za +243yy aut Ara+22y+6lyy 
vel (za-+bay+36yy aut Ira+6ry+2dyy. 





D est Residuum Nonresiduum 
(1, 0, 675) si (1, 2, 99% 

(25. 0, 27) p (9, 3, 76) 
(13, 1, 52) | reprae- | (19, 3, 36) 

(4, 1, 169) | senta- | (25, 5, 28) 

tur per | (25, 10, 31) 

(27, 9, 28) 





*) Die Form, in welcher ich diesen Fundamentalsatz hier ausspreche, ist so gewählt, 
dass sie, wie ich glaube. für alle kubischen Körper ohne Ausnahme, selbst für die Kreis- 
körper gilt; den allgemeinen Beweis dieses Satzes zu finden, ist mir aber bisher nicht 
gelungen. Dagegen bietet die Zerlegung aller anderen Primzahlen p in Primideale keine 
erhebliche Schwierigkeit dar. 
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In diesen Sätzen muss man ohne Zweifel die frühesten Entdeckungen 
erblieken, die Gauss auf dem Gebiete der kubischen (und biquadratischen) 
Reste gemacht hat, und durch welche er bald darauf zu der Erweiterung 
des Begriffes der ganzen Zahl geführt ist (vergl. $ 7). 

Noch bevor dieses merkwürdige Fragment mir bekannt geworden 
war, hatte ich den ersten dieser drei Sätze bei dem Versuche gefunden, die 
Methode, durch welche Gauss den biquadratischen Charakter der Zahl 2 
bestimmt (Theoria residuorum biquadraticorum I. Art. 15—23), auf die 
Theorie der kubischen Reste zu übertragen. Der Beweis, den ich am 
7. Januar 1858 in einer algebraischen Vorlesung zu Göttingen vorgetragen 
habe, ergiebt sich in der That sehr einfach aus Art. 358 der Dis- 
quisitiones Arithmeticae; behält man nämlich die dortige Bezeichnung bei, 
bedeutet also » eine natürliche Primzahl, welche = 1 (mod. 5) ist, so 
zeigt Gauss, dass immer 

4n = MM-+27NN 


und gleichzeitig, wenn M= 1 (mod. 3) gewählt wird, 
9a = n+1+M 


ist, wo a-—-1=(f$) die Anzahl derjenigen incongruenten kubischen Reste 
z von » bedeutet, welche die Eigenschaft besitzen, dass auch (+1) kubischer 
Rest von r ist. Setzt man nun z+1==z, (mod. ») und bedenkt, dass die 
Zahl (—1) immer kubischer Rest von rn ist, so folgt aus -—a+1l=—z 
mod. »), dass die Zahl (—z,) dieselbe Eigenschaft wie 3 besitz. Man kann 
daher alle diese (a—1) Zahlklassen z in eine Reihe von Paaren z und 
—z-—1) ordnen, und folglich wird «a—1 eine gerade Zahl sein, wenn nicht 
etwa der Fall vorkommt, dass die beiden Zahlen derselben Klasse angehören, 
also 23 = —1 (mod. ») ist; dies geschieht immer und nur dann, wenn die Zahl 2 
selbst ein kubischer Rest von » ist, und da es in diesem Falle auch nur 
für eine einzige Klasse z geschieht, so ergiebt sich, dass «a gerade oder 
ungerade ist, je nachdem die Zahl 2 kubischer Rest oder Nichtrest von 
ist”). Da ferner immer a= M=N (mod. 2) ist, so folgt, dass die Prim- 





*) Aus der Bedeutung der Gaussschen Zahlen b= (KK), e= (KK), welche 
nicht beide ungerade sein können, ergiebt sich allgemeiner, dass die Zahl 2 dem Complex 
X oder 8’ oder K" angehört, je nachdem a = b = ce O0 odera+1--b+1 ce 0 oder 
a+1=b=c+1==0 (mod. 2) ist. 
Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 2. 
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zahl 2 im ersten Falle und nur in diesem durch die Hauptform (1, 0,27) 
= 22-+27yy darstellbar ist; wenn aber 2 kubischer Nichtrest von » ist, so 
muss 2 durch die beiden anderen redueirten Formen (4, +1,7)=4rr +2ry 
+7yy der Determinante —27 oder der Diseriminante —108 darstellbar sein, 
Hiermit ist der obige Satz vollständig bewiesen, und man überzeugt sich 


leicht, dass er mit unserer allgemeinen Theorie übereinstimmt, weil die 


3 
Invarianten des durch die Zahl Y2 erzeugten kubischen Körpers K, die Zahlen 
2 und 1 sind, woraus k=6, k’=1 folgt. 
Unterhalb 100 giebt es nur zwei Primzahlen » oder p, von denen 
die Zahl 2 kubischer Rest ist, nämlich 
31 = 2°+27.1°, 43 =4'+27-1', 
und wenn £ eine willkürliche Zahl bedeutet, so ist 
E—2 = (t—4)(t—7)(t+11) (mod. 31), 
P—2 = (t+9)(E+11)(t-20) (mod. 43), 
wie man leicht mit Hülfe des Canon Arithmetieus von Jacobi findet. 
(Gehen wir jetzt zu den beiden anderen Sätzen über, um sie eben- 
falls mit unserer Theorie zu vergleichen, so ist es auch hier zweckmässig, 
zu jeder der von Gauss angegebenen redueirten Formen, falls sie nicht eine 
zweiseitige (eine forma anceps) ist, die entgegengesetzte Form hinzuzufügen. 
In dem zweiten Satze, der von dem kubischen Charakter der Zahl 3 handelt, 
ist das Formensystem der Determinante —245 ausserdem noch durch die 
beiden oben fehlenden Formen (13, + 2,19) zu ergänzen, und wir wollen 
(wie im folgenden $ 12) zur Abkürzung 


(1, 0,243) = (00, (7,-3,36) = (10), (7, 3,36) = (20), 
(4, 1, 6)=(01), (9, 3,28)= (11), (13,—2,19) = (21), 


(4,—1, 61)= (02), (13, 2,19) = (12), (9, —3, 28) = (22) 
setzen. Die Bedeutung dieser Bezeichnung ist folgende. Jede Form (yz), 
wo die beiden Zahlen 4, durch beliebige nach dem Modul 3 congruente 
Zahlen ersetzt werden dürfen, soll auch als Zeichen für die durch sie reprä- 
sentirte Formenklasse angesehen werden; dann ist die aus den Klassen (y,3,) 
und (y,3,) zusammengesetzte Klasse 

(yı3.) (Yy:2) = (y3), wo yzyty, 3=3 +23 (mod. 3), 
also auch 
(y3) = (16)(01), 


(10) = (01)? = (00), 





N TEN 
ie a Ve Sun er 4 


RE“ ale hen a A Er 
ee RI IR 








DEREN 


RN SPARTE 





— 


N 


ra IRRE Renee 


EERRRREÄNFAERTZR 


EN 


ar Bine Be 5 3 IRRE, PR ; e 
DENE WETTER RENDITEN DR 



















Dedekind, über die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkörpern. 99 


und der Satz von Gauss besteht darin. dass die Zahl 3 kubischer Rest oder 
Nichtrest der natürlichen Primzahl p ist, je nachdem p durch eine der drei 
Formen (00), (01), (02) darstellbar ist oder nicht. Die kleinsten durch die 
Formen (00), (01) darstellbaren Primzahlen sind 
307 = 8°+243.1', 61 = 4.0°+2.0.1+61.1', 

und es ist 

P—-3 = (+79) (t+113)(t+115) (mod. 307) 

"—-3 = (t-4)(t-5)(t4+9) (mod. 61). 


Vergleichen wir nun diesen zweiten Satz von Gauss mit unserer 


Theorie, so ergiebt sich Folgendes. Die Invarianten des durch die Zahl v3 
erzeugten Körpers K, sind die Zahlen 3, 1, und da folglich k=9, K' =1 
ist, so müssen schon die drei redueirten Formen 

1,460, (,+4,9) 
der Discriminante —243 die Entscheidung über den kubischen Charakter der 
Zahl 3 geben; die oben mit & bezeichnete Gruppe besteht allein aus der 
Hauptklasse (1,4, 61), und die Zahl 3 ist daher kubischer Rest von allen 
und nur von denjenigen Primzahlen p, welche durch diese Form darstellbar 
sind. In der That ist wieder 


307 = 1+1.2+61.2°, 61=0’+0.1+61.1° 


und man erkennt leicht, dass der Satz von Gauss vollständig mit dem unsrigen 
übereinstimmt. Dies beruht auf den allgemeinen Sätzen über den Zusammen- 
hang zwischen den Formen verschiedener Ordnung; jede Gruppe © inner- 
halb der Gesammtgruppe 9 aller Formen der Diseriminante D liefert eine 
entsprechende Gruppe © innerhalb der Gesammtgruppe 9 aller Formen, 
deren Diseriminante D’ irgend ein quadratisches Vielfaches De’ von D ist, und 
zwar bleibt die Anzahl (©, 9) invariant = (©, 9). weil jede Formenklasse der 
Diseriminante D sich in gleich viele Formenklassen der Diseriminante D’ 
zertheilt”).. Jede solche, aus einer Gruppe © abgeleitete Gruppe © ist 
daran kenntlich, dass sie die Gruppe aller derjenigen Formenklassen der 
Diseriminante D’ in sich enthält, welche durch Composition mit der Haupt- 
klasse der Diseriminante D diese selbe Hauptklasse erzeugen. In unserem 
Falle ite=2, D=-3(9), D’=—3(18), und je drei Formenklassen (y 3) 


*) Verel. D. $$ 150, 151, 187 und die obige Anmerkung zu $ 10 auf S. 83. 


13° 
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der letzteren Diseriminante liefern durch Composition mit der Klasse (1,4, 61) 
eine Klasse der Diseriminante D, was in leicht verständlicher Weise durch 


|(00), (01), (091, 4, 6 = (1, 4, 61) 
{(10), (11), ABI, 4, 61) = (7,—3, 9) 
120), 21), @Y](, 4 6-7, 3, 9) 


oder dureh 
(ys)(1, 4, 61) = (7,—3, 9% 


bezeiehnet werden kann. 


Aus demselben Grunde könnte man in umgekehrter Weise den ersten 

Satz von Gauss so umformen, dass zur Entscheidung über den kubischen 
Charakter der Zahl 2 die Formen der Diseriminante D=—3(6)’ durch je 
drei Formen der Diseriminante D’ = —3(18)’ ersetzt werden; in der That ist 

(00), (11), (22)! (1, 0, 27) = (1, 0, 27) 

ı(01), (12), (20) |; (1, 0, 27)=(4,-1, 7) 

(02), (10), (21)}(1, 0, 2)= (4, 1, 7) 
oder 

(y2)(1, 0, 2) = (4, —1, rt, 

und die Zahl 2 ist kubischer Rest oder Nichtrest einer Primzahl p, je nach- 
dem letztere darstellbar oder nicht darstellbar durch eine der drei Formen 
(00), (11), (22) ist; so z. B. werden die beiden oben genannten Primzahlen 
3l und 43, von denen 2 kubischer Rest ist, durch die Form (11) = (9, 3, 28) 
dargestellt: 


3l1=9.1°+6.1.(-1)+28.(—-1)', 43 =9.1°+6.1.1+28.1”. 


Ganz ähnlich verhält es sich mit dem dritten Satz von Gauss, wo 
zur Entscheidung über die Zahl 5 die 18 Formen der Diseriminante 


D = —3(30)’ benutzt werden, während nach unserer T’heorie schon die 
6 Formen der Diseriminante D=—3(15)’ hierzu ausreichen. Um die 


Composition der ersteren 18 Formen mit einander übersichtlich darzustellen 
(wie bei dem zweiten Satze), wollen wir sie gemeinsam durch (yz) be- 


zeichnen, wo z wieder nach dem Modul 3, aber y jetzt nach dem Modul 6 
zu nehmen ist; setzen wir 


(10) = (7, 24, 97), (01)=(4, 1, 169), (yz) = (10) (01)', 
so wird 


(60) = (03) = (00), 
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ferner 
(00) = (1, 0,675), (01)= (4, 1,169, (02)= (4, —1, 169) 
(10) = (7, 2, 97), (d1)= (27,—9, 28), (12)= (25, 5, 28) 
(20) = (19, 3, 36), (21)= (25, 10, 31), (22) = (9, —3, 76) 
(30) = (25, 0, 27), (31)= (13, 1, 52), (32) = (13, —1, 52) 
(40) = (19,—3, 36), (41)= (9, 3, 76), (42) = (25,—-10, 31) 
(50)= (1,—2, 97%), (51) = (25,—5, 28), (582) = (27, 9, 28) 

und die Composition dieser Formenklassen mit der Hauptklasse (1, +, 169) 

kann durch 


(00), (01), (02)](1, 4, 169) = (1, 4, 169) 
|(10), (11), (12) |(1, 4, 169) = (7,—3, 25) 
|(20), (21), (22) |(1, 4, 169) = (9,—3, 19) 
|(80), (31), (82)!(1, 4, 169) =(13, 4, 13) 


|(40), (41), (42) | (1, 
(60), (51), (52) | A, 


oder kurz dureh 


169) = (9, 3, 19) 
169) = (7, 


i 1 
I I . 
» se » 


25) 


(ys) (1, 4, 169) = (7, —3, 25)’ 
dargestellt werden. Die Zahl 5 ist dann und nur dann kubischer Rest der 
Primzahl p, wenn p durch eine der beiden zweiseitigen Formen 
(1, 4, 169), (13, 4, 13) 
darstellbar ist; offenbar ist 13 die kleinste solche Primzahl. und sie ist 
darstellbar durch die Formen (31), (32); zugleich ist 
P—-5=(t+2)(t+5)(t+6) (mod. 13). 


Die 18 Formen (yz) der Diseriminante D’= —3(30)’ geben, weil 
je sechs von ihnen aus einer Form der Diseriminante D= —3(6)’ entstehen, 


auch wieder die Entscheidung über den kubischen Charakter der Zahl 2: aus 
(10) (1, 0, 2) = (01) (1, 0, 27) = (4, 1, 7) 
folgt 
ya)d, 0,27) = (a, 1, Ty*, 

mithin entspricht der Hauptklasse (1, 0, 27) die Gruppe der sechs Klassen 
(00), (12), (21), (30), (42), (51), welche die Potenzen der Klasse (12) 
oder (51) sind, und die Zahl 2 ist dann und nur dann kubischer Rest der 
Primzahl p, wenn p durch eine Form dieser Gruppe darstellbar ist: so 
z. B. wird die oben angeführte Primzahl 43 durch die beiden Formen (12), 
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(51), und ebenso die Primzahl 31 durch die beiden Formen (21), (42) 
dargestellt. — 


Wir haben an den drei Sätzen von Gauss soeben gezeigt, wie der 
kubische Charakter einer Zahl ab’, der nach unserer Theorie von den Formen 
der Diseriminante D=—3%’ abhängt, auch durch die Formen jeder Dis- 
eriminante D’= De’ = —3(ke)’ bestimmt werden kann, welche ein quadra- 
tisches Vielfaches von D ist. Aus der Definition der Function w in $ 7 und 
aus dem Satze XVI in $S folgt aber auch, wie der Leser leicht finden 
wird, dass die Grundzahl D des kubischen Körpers X wirklich die absolut 
kleinste Diseriminante ist, deren Formen die fragliche Entscheidung geben, 
und hierin liegt eine wesentliche Vervollständigung des oben in doppelter 
Form ausgesprochenen allgemeinen Satzes. Noch wichtiger ist aber der 
Umstand, dass die in $ 10 bewiesene Umformung der Function H nicht mehr 
selten würde, wenn man statt der Moduln 4,, denen die Formenklassen 5, 
von der Discriminante D entsprechen, solche Moduln (ke), einführen wollte, 
denen Formen von absolut grösserer Diseriminante D’= De‘ entsprechen; 
auch dies beruht auf dem Satze XVI in $ 8, doch wollen wir uns hier be- 
gnügen, die T’hatsache an den folgenden Beispielen nachzuweisen. 


$ 12. 
Beispiele. 

Wir haben schon am Schlusse von $ 4 hervorgehoben, dass ein 
(reeller) reiner kubischer Körper X durch seine Grundzahll D=—34° im 
Allgemeinen noch nieht vollständig bestimmt ist, dass es also verschiedene 
Körper K geben kann, welche demselben Werthe der natürlichen Zahl k 
entsprechen. Zu allen diesen Körpern A gehört dann auch dasselbe System 
von Moduln A, des quadratischen Körpers Q (in $ 10) und dasselbe System 9 
von binären Formen (in S 11); aber diese Körper K werden sich immer 
von einander unterscheiden durch die zugehörige Funetion w (in $ 7) und 
tolglich durch die Gruppe &® (in $ 11), welche aus einem Drittel der 
Gruppe 9 besteht. Zufolge der Tabelle in $ 2 tritt dieser Fall zuerst für 
den Werth = 18 ein, welchem die beiden durch die Zahlen v6 und y12 
erzeugten Körper X, und K, entsprechen, und da die Zahl 18 durch die 
beiden ersten in der Tabelle auftretenden Werthe 6 und 9 von # theilbar 
ist, so wird die Untersuchung des Falles 4= 18 zugleich die Theorie der 


3 3 
durch die Zahlen Y2 und y3 erzeugten Körper K, und K, umfassen, mit 
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welchen wir uns eben schon in $ 11 beschäftigt haben; die Durchführung 
dieses Beispiels wird daher besonders lehrreich sein. 

Zunächst kommt es nach $ 9 darauf an, im quadratischen Körper Q 
alle ganzen Zahlen « übersichtlich darzustellen, welche relative Primzahlen 
zum Modul =18 sind; da 2 und 3 die einzigen in 18 aufgehenden 
natürlichen Primzahlen sind, so erhalten wir 

eh) = (8) = 18-NAI-H=6, 
p (= Ik" = p"(18) = 18(1-Z)(1-$) = 27, 
also 4’ =3, und die Anzahl der incongruenten Zahlen « ist 
p(k)=y(k)yp"(k) = y' (18) = 162 = 2: 3%, 
Die Gruppe $t dieser Zahlklassen « lässt sich durch 
u=3"g’(4— 30) (1+90o) (mod. 18) 
darstellen, wo der Exponent » nach dem Modul 6, die Exponenten x, y, 3 
aber nach dem Modul 3 zu nehmen sind, weil 
Veo—=(4-30)’ = (149) =1 (mod. 18) 
ist. Dass diese Darstellung vollständig und wesentlich nur auf eine einzige 
Weise möglich ist, erkennt man leicht daraus, dass sie aus den beiden 
folgenden Darstellungen 
u= (—1)"o*.4”(4— 30 (mod. 9), 


z+v+ 2: 





uzo 


( (mod. 2) 

zusammengesetzt ist; die erstere stimmt mit der in$ 8. 8. 70 angegebenen 
überein und dient dazu, um aus der gegebenen Zahl « die Exponenten w 
(mod. 6), z(mod. 3) und y(mod. 3) zu bestimmen, während aus der letzteren 
Darstellung sich die Zahl z(mod. 3) ergiebt: zugleich folgt aus $ 8. 8. 70 
die Bestimmung 


3 a 

&) = 0 

u 
Setzen wir ferner 

o= ee”, 


so genügt diese Einheit der Bedingung ou = +1(mod. 3), und zugleich wird 
ou = gI*+” (mod. 2); 

da nun die Zahl 2 auch im Körper Q eine Primzahl, und N(2)=4 

=3-1+1 ist, so folgt aus der Definition das kubischen Charakters in 

$S 7 auch 
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Endlich bemerken wir, dass aus der obigen Darstellung der Zahlen u 
(mod. 185) auch die Darstellung 


uw = 5"0*(4— 30)” (1+90)" (mod. 18) 


der conjugirten Zahlen « folgt, weil 4-30’ = (4-3e)’, und 1-+9e’ 
= (1+9e)’(mod. 18) ist. 
Gehen wir nun dazu über, nach den Regeln in $$ 10, 11 die 
27 Moduln %, zu bestimmen, so ist zunächst zu bemerken, dass die Gruppe 
N derjenigen Klassen, welche auch rationale Zahlen enthalten, aus den 
6 Klassen 
5=1,5,7, 17,13, 11 (mod. 18), 


und die Gruppe N&(in $ 11. 8.88) aus den 18 Klassen 5”g* besteht. 
Wir werden daher alle Moduln 4, und jeden nur einmal erhalten, wenn 
wir in der obigen Darstellung immer @=(0 setzen, während jede der 
Zahlen z,y,3 ihre drei Werthe durchlaufen muss. Da ferner diese 
27 Moduln in 9 Tripel von der Form 4,, 4,., Ai... zerfallen, welche je einem 
Complex RNSu entsprechen, und da für unseren Zweck von je drei solchen 
äquivalenten Moduln nur einer erforderlich ist, so dürfen wir auch = 
setzen und erhalten die folgende, sogleich zu erläuternde Tabelle: 














y 2 u (18), J, 6, Yvı mp! | 
0 V 1 1.180 1,90 1,60 1 1 1 1 
| 0 4+15o 6.2+30 3.2+30 2,30 0 oe | 1 0 
2 0 +3e 6.1430 3.1+30 2.1430 00 1 0° 
0 1 1+90  2,1+9e 1,90 2.1+30| 0° 1 a 
1 ı  13+46o  3,1+6e  3.2-+30e 1,60 | ee e 
2 1 :16+30 6.4430 3,1-+30 2,50 0 0 an 
0 2 10+90 | 2,90 1.90 2.30 0 l 0 go’ 
12 13+415e 65430 3243 214% de 1 
2 2 7+120| 3.2+6o  3.1+3e 1.60 1 0 ® Q 


Die Zahlen y, 3 der beiden ersten Spalten bestimmen in Verbindung 
mit e=r=0 die Zahlenklasse «(mod. 18) der dritten Spalte, und in der 
folgenden Spalte ist für den zugehörigen Modul (18), = [18, 18e, «] eine zwei- 
eliedrige Basis angegeben. deren erstes Glied eine natürliche Zahl ist; 
diese Basis ist nach bekannten Regeln (D.$ 172. 8. 519—520) immer 
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leicht zu finden. Die 9 Moduln (18), bilden eine Gruppe, und das Gesetz 


/u 


ihrer Multiplieation ergiebt sich aus ihrer Darstellung 
(15), = [6. 2+30o]’[2, 1+9e]. 


Die binären quadratischen Formen (A, 4B, C) von der Diseriminante —3(18)', 
welche den hier angegebenen Modulbäsen entsprechen ($ 11), sind nicht 
redueirt, aber es hat (nach D. $ 64) keine Schwierigkeit, die ihnen äqui- 


valenten redueirten Formen herzustellen, und diese letzteren sind mit den- 


jenigen identisch, welche wir in $ 11 bei der Besprechung des zweiten 


Satzes von Gauss mit (yz) bezeichnet haben. In der fünften und sechsten 
Spalte findet man zweigliedrige Basen für die durch die Zahl « bestimm- 
ten Moduln 
9.=[9, 9e, u] = (18),[1, 9e] = (18),9,, 

] 


6, = [6. 6, u] = (18),[1, 60] = (18),6,. 


/UL J 


und die ihnen entsprechenden Formenklassen von den Diseriminanten 
-3.9° und —3-6° ergeben sich durch Composition der Formen (yz) mit 
den Formen (1,4,61) und (1,0,27), wie ebenfalls schon in $ 11 be- 
sprochen ist. 
Die vier letzten Spalten enthalten endlich die Werthe der Charaktere 
3 3 3 3 
(u) für die durch Y2, V3, Y6. Y12 erzeugten reinen kubischen Körper 
K,,K;, K,K,, welche den Zeilen 1.2,4,5 der Tabelle in $ 2 entsprechen. 
Da alle vier Körper von erster Art sind, so ist die Formel XI in $8 
S. 72) anzuwenden, also 
vl) — (2et2ef M ) 
; Nu? \a,b: - 
wo die Einheit o der Bedingung ou = +1(mod. 5) genügen muss, und wo 
die Zahlen a,»v.a,.b, aus den Invarianten a,b des Körpers K so zu be- 


stimmen sind. dass 
= 3° -a,, b=5'b, 


1 “ 


und a,d, nicht durch 3 theilbar werden. Die Einheit o ist oben schon 
für jede Zahl « bestimmt, und zugleich ist 


(*) 9 2) a0 
DE 254 \ - a BET 
u , 2 R 
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hieraus ergeben sich für unsere vier Körper die folgenden Bestimmungen: 
Körper K; k=6: M=1. 
o=2,b=1; sß, rl; , = 2b, =1, 


ou 
h v+2z 
w, (u) em ( 9 )= 0 f 


Körper K; k=9: K=1. 
bel: sol,=0; a, =1,b, 


w,(1) _ = 2 0”, 
Körper K,:; k=18: K'=3. 


=6,5b=1; sel, =0;: , a2, db, = 1; 


w,(u )) — 
Fa) u/N2 


Körper K,; k= 18: K" 


e=3,b=2 w=1,,-0; = 1b > 


sl = 


Nachdem hiermit die vier letzten Spalten unserer Tabelle ausgefüllt 
sind, ergeben sich aus diesen Werthen von w die (nicht äquivalenten) 
Moduln $, 1, &, für welche w(i)=1. w(ii)=o, w(h)= 0‘, und deren ge- 
meinsame Anzahl = %" ist 


I 


a 


l 


( 
SL 
ID 


Körper K.. 
,= [1,60], & = [2.30], & = [2, 1430]. 
Körper K.. 
= [1, 9e], &, = [3, 1-+30], , = [3, 2+30] 
Körper K,.. 
[1,180], [6. 1-+3e], [6, 2+30] 
[2, - 13, 2+6o], [6,5+30) 
[2,1+9e]. [3, 1+6e], [6, 4+3e]. 
Körper A, 
= [1,18o], [6,4+3e]. [6,5+3e] 
= [2, 1+9o], [3,2-+6e], [6, 2+3e] 
& = [2,9e], [3, 1+60|], [6, 1430]. 
Die zu diesen 15 Moduln gehörigen reducirten quadratischen Formen 
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sind schon früher angegeben, und hiermit sind zugleich die beiden ersten 
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Sätze von Gauss in $ 11 durch unsere allgemeine Theorie bestätig. Um 
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nun für die hier betrachteten vier Körper X,. K,, K,, K, auch die entsprechen- 
den Funetionen H,, A, H,, H, zu bestimmen, welche in $ 11 (8.88) in 
der Form 
2H = E'S(t)— E'S(E) 

dargestellt sind, setzen wir zur Abkürzung 

U = S[1, 180] = F(r’+243y’)"‘, 

U, = S[3, 14+60] = S[3, 2+60] = F(I2’-+6r2y+28y’)°, 
S[2, 9e] = S[2, 14+9e] = Z(42’+22y+61y?)"', 
U, = S[6, 1430] = S[6, 2+30] = F(72°+62y+ 36 y’)"', 
U, = S[6, 4+30] = S[6, 5430] = F(l3r’+4ry+19y’) "', 


um 
I 


M 


ferner 
vr, = S[1, 60] = F(2’ +27 y')"‘, 
W,=SI[2, 30] = er +30] = F(dr’+20y-+7y)', 
V, = S|1, Io] = Fa’ +acy+6ly’)”°, 
Ww, = S[3, 1+3e] = S[3, 2430] = F(72’+32y+9y’)”° 
und erhalten 
2H, = V,-W.. 2H, = V,- W,, 
2H, = (U+2U,)—(U,+U0,+U,), 
2H, = (U+2U,)—-(U,+U,+U, 


Wir wollen jetzt, wie wir schon am Schlusse von $ 11 angekündigt 
haben, diese Beispiele benutzen, um noch einmal auf die in $ 10 bewiesene 
Umformung der Function H zurückzukommen. Wir haben dort, wenn %, 
irgend eine Wurzel der Ordnung 4 = [1,40] bedeutet, mit S(A,) die 
Summe der Grössen N(A)"* bezeichnet, wo 4 alle (von Null verschiedenen) 
Zahlen des Moduls %, durchläuft; wir wollen jetzt unter dem Zeichen %, 
den Inbegriff aller derjenigen von diesen Zahlen 4 verstehen, welche relative 
Primzahlen zu k sind, und wollen den von diesen Zahlen herrührenden 
Theil der Summe S(k,) mit S(4,) bezeichnen; offenbar ist diese letztere 
Summe identisch mit der am Schlusse von $ 9 erklärten Summe Str), 
und der in $ 10 bewiesene Satz lautet 

6H = Zuy(v)S(k,) = Zwv(v)S(k,), 


wo Ak, alle Wurzeln der Ordnung 4, durchläuft. Wir haben dann in S 11 
die zweite Summe durch die Betrachtung der Paare von eonjugirten Moduln 
und der Tripel von äquivalenten Moduln vereinfacht, und da dieselbe 
14* 
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Vereinfachung offenbar auch für die erste Summe gilt, so nimmt der vor- 
stehende Satz die folgende Form an 


2H = F'S(t)-ZES(E) = FES()- ES), 


wo die Summationen nur auf alle nicht äquivalenten Moduln £,, £, auszudehnen 
sind. Diese beiden Ausdrücke für 2H unterscheiden sieh dadurch von 
einander, dass in beiden Bestandtheilen des ersten Ausdruckes nur solche 
Glieder N(4)” auftreten, in welchen 4, also auch N(}) relative Primzahl 
zu k ist, während in beiden Bestandtheilen des zweiten Ausdruckes auch solche 
(Glieder N(A)”* auftreten, in welchen N(%) nicht relative Primzahl zu % ist. 
und der Satz besteht also darin, dass diese letzteren Glieder sich gegen- 
seitiv aufheben. Dies wollen wir jetzt wenigstens an unseren Beispielen 
bestätigen. 

Es ist in $ 10 schon gezeigt, dass der grösste gemeinsame Theiler 


von k und irgend einer in %, enthaltenen Zahl 4 immer mit einer natür- 


y 
lichen Zahl » assoeciirt ist, und wenn man k= mn setzt, so überzeugt man 
sich leicht, dass der Inbegriff aller der in %, enthaltenen Zahlen 4, welchen 
dieselbe Zahl » entspricht, = »-m,, d. h. der Inbegriff aller mit » multipli- 
cirten Zahlen des Systems m, ist, und hieraus ergiebt sich offenbar der all- 
gemeine Satz 


J 
vV/ ) 


N „ S(m, 
S(k w, ( ) 
n" 
wo das Summenzeichen sich auf alle Zerlegungen k = mn bezieht; multiplieirt 


man mit 4°, so erhält man 

k"S(k,) = Zm”S(m,), 
wo m alle natürlichen Divisoren von % durchläuft, und hieraus folgt nach 
bekannten Regeln (D. $ 138. 8. 362), wie umgekehrt die Summen von der 
Form S(k,) sich durch Summen von der Form S(m,) darstellen lassen. 


Um diesen Satz auf unsere Beispiele anzuwenden, betrachten wir 


auch die Moduln 3,, 2,, welche je ein T'ripel bilden, und den Modul 
l,=[1.0] und setzen 

X=S[1l, 30] = F(e+cy+Ty’) 

Y=S[1l,2e] = F(2’+3y’)” 

Z=S[l,o]) = Z(z’+z2y ty)”. 
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Bezeichnen wir ferner, falls S(m,) = M gesetzt ist, mit M immer 
die Summe S(m;), so erhalten wir die Relationen 


Z=2,71=-7r+2”2Z, X=X°+3”Z,, 
r,-r,=WM-W, = FT, 
r,-V,=W,-W,=3”X, 

U-U = 3”Vi +2”V;+T, 
U,—-U, = 3”, +2 "W;-+T, 
U.—U, = 3"W, +2 "VW, -+T, 
U,—-U, = U,—-U, = 3”W, +2 ”"W;+T, 
wo zur Abkürzung 
T=6”"X+9”Y+(18)"Z 
gesetzt ist, und hieraus folgt 
2H, =V,-W, = V;-W.. 
2H, = V,—-W; = V,;—W;, 
2H, = (U+2U,)— (U, +U,+U,) 
= (U +20;)-(U; +0} +U;) 
(U+2U,)—(U,+U,+U,), 
= (U'+20;)—(Vi +U;+U,), 


wodurch die in $ 10 bewiesene Umformung bestätigt wird. 


2 H, 


J 


I 


Bei der Besprechung des zweiten Satzes von Gauss über den kubischen 
Charakter der Zahl 5 haben wir bemerkt, dass derselbe vollständig mit 
unserer 'T'heorie übereinstimmt, obgleich Gauss die Darstellung der Prim- 
zahlen p durch quadratische Formen von der Diseriminante —3.(18)’ benutzt. 
während schon die Darstellung durch quadratische Formen von der Dis- 
eriminante —3.9° dieselbe Entscheidung liefert; jede der letzteren Formen 
löst sich gewissermassen in drei Formen der höheren Disceriminante aut. 
(zanz dasselbe gilt von dem ersten Satze über den kubischen Charakter 
der Zahl 2; jede der von Gauss (in Uebereinstimmung mit unserer Theorie) 
betrachteten Formen der Diseriminante —3.6° könnte durch drei ent- 
sprechende Formen der höheren Discriminante —3.(18)’ ersetzt werden. 
Aber um so wichtiger ist es hervorzuheben, dass die Wahl der einen oder 
der anderen Diseriminante durchaus »icht freisteht, wenn es sich um die 
Herstellung der Funetion 


“ 2 x’ ©/ <v Y/EN 
2 H — k (E,) > <d st, 


vv 
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handelt. In der 'That, wollte man (nach $ 11) die Formen von den Dis- 
eriminanten —3.6° und —3.9° durch je drei entsprechende Formen der Dis- 
eriminante —3.(18)' ersetzen, so würde man für 24, und 2H, die beiden 
Ausdrücke 

P, = (U+2U,)-(U.+U,+U,;), 

P, = (U+20;,)—-(U,+,U,+U,) 


erhalten, die aber von den oben gefundenen Ausdrücken (V,—W,) und 
V,—W,;) wesentlich verschieden sind. Behält man von den Gliedern 
N(4)” dieser Summen nur diejenigen bei, in denen N(A) relative Primzahl 
zu 18 ist, so erhält man die beiden entsprechenden Ausdrücke 


P, = (U +20U,)-(U,+U,+U,), 
P; = (U' +2U:)—(U} +U}+U0;), 
und aus den obigen Formeln ergiebt sich 
P, = P}+3.3-*(V; —W;), 
P, = P;+3.2””(V,;—W;). 


Hieraus folgt zunächst, dass P,, P, resp. verschieden sind von P/;, P}; ferner 
leuchtet aus der ersten Gleichung ein, dass ?P, auch von 2H,. d.h. von 
(V5—-W}) verschieden ist, weil sonst das Aggregat P, auch solche Glieder 
N (4) enthalten müsste, in denen N(4) durch 3 theilbar ist, was nicht der 
Fall ist; dass aber auch /, verschieden von 2H,, d. h. von (V;—W;) ist, 
folgt aus der zweiten Gleichung erst dann, wenn man aus SS 6, 7 noch 
die T'hatsache hinzuzieht, dass A, von der Form (1-2) "M ist, wo M 
nur solche Glieder N(#)” enthält, in denen N(i) relative Primzahl zu 2 ist. 


Um nun den Zusammenhang zwischen den Functionen H,, P,, P, und 
den zwischen H,, P,, P, vollständig aufzuklären, wollen wir bemerken, dass 
ausser dem obigen Satze über die Zerlegung der Summe k"S(%k,) in Summen 
von der Form m”S(m,) noch eine Reihe von Relationen zwischen unseren 
Summen S(m,) besteht, die mit der Transformation der elliptischen Func- 
tionen nahe zusammenhängen, und denen ebensoviele Relationen zwischen 
den Summen S(m,) entsprechen. Für unseren Zweck genügt es, den ein- 
tachsten Fall dieses allgemeinen Satzes zu betrachten, der sich in sehr 
verschiedenen Einkleidungen darstellen lässt; wir wählen die folgende. 
Sind e, ? zwei Uonstanten von irrationalem Verhältniss, und p eine natürliche 
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Primzahl, so bilden wir zwei Systeme von je (p+1) zweigliedrigen Moduln; 
das erste System M, soll aus den (p+1) Moduln 


[e, Pl, [pe, pP], [pe pP, »...[pe, pP] 
bestehen, welche mit Ausnahme des ersten [«, #] sämmtlich mit [pe, p/) 
identisch sind, während das zweite System M, aus den (p-+1) Moduln 


[e, pP], Ip, Pl, [ps o+Pl, -.. [pe.(p-1l)e+P] 


bestehen soll, welche mit Ausnahme des ersten [«, pP] von der Form 
[pe, ca+ß] sind, wo ce die p Zahlen 0, 1,2...(p—1) durchläuft. Alle in 
diesen (2p+2) Moduln enthaltenen Zahlen # sind von der Form 4 = za +yPß, 
wo x, y ganze rationale Zahlen bedeuten, und jede solche Zahl A tritt, wie 
der Leser leicht finden wird, ebenso oft in den Moduln des Systems M, 
wie in den Moduln des Systems M, auf; sind nämlich beide Zahlen x, y 
durch p theilbar, so ist 4 in allen (p-+1) Moduln des Systems M, und in 
allen (p+1) Moduln des Systems M, enthalten; ist aber mindestens eine 
der beiden Zahlen z, y untheilbar durch p, so ist 4 in einem einzigen 
Modul des Systems M, und in einem einzigen Modul des Systems Wi, enthalten. 
Man kann daher sagen, dass M, und M, denselben Gehalt von Zahlen 4 be- 
sitzen, wobei zugleich die Häufigkeit des Auftretens dieser Zahlen berück- 
sichtigt werden soll. Wir nehmen jetzt ferner an, dass das Verhältniss der 
Constanten oa, 9 nicht reell ist, und setzen wie früher N(4) = 4 = 
(za+yPß)(ze'+ypP'), wo 4 die mit A eonjugirte complexe Zahl bedeutet, und 


S[e, P] = ZN()“, 
wo 4 alle von Null verschiedenen Zahlen des Moduls [e, 3] einfach durch- 
läuft, während die Constante s>1 ist; dann folgt aus der obigen Ueber- 
einstimmung der Systeme M,, M, der Satz 

Sie, ]+pS[pe, pP] = SIe, pP)+FS[|pe, cca+P], 
wo das Summenzeichen I sich auf die p Zahlen e bezieht; die linke Seite 
dieser Gleichung lässt sich offenbar auch in der Form 

(1+p.p")Sle, ?] 
darstellen, und die Beispiele p=2, p=3 liefern die beiden folgenden Sätze 

(1+2.2”"(S[e, 3] = S[e, 2%]+S[2e, #]+S[2e, «a+7?], 
(1+3.3”(S[e, 2] = S[e, 52]+S [3e, 3]+8S[3e, e+3]+8S[3e, 20 +7]. 
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Wendet man den ersten Satz auf die vier Moduln 








p 
[«,?]=[1.el. [1.30], [1,90], [3, 1+3e)], Ä w 
den zweiten auf die fünf. Moduln gl 
[«,#J=[1l,e], [1.2e], [1,3e]. [1,6e], [2, 30] ; 2 
an, und berücksichtigt die Identitäten & 5; 
[2,0] = v[1,20]), [2,140] = ll, 20], 3 
13,0] = eo[ll,30]. [3,1-+e]= e[1l,3e], [3.2+e] = (2-+e)[1l, oe], H hi 
[3,20] = e[2, 1+3e], [3.2+2e] = o’[2, 30). [3, 1420] = (1-+2e)[1, 20], ! - 
3, 3e])= 3[1,e]., [3,60] = 3[1, 20], [6,30] = 3e[l, 20], i 9, 
so erhält man die folgenden neun Relationen i 
(142.2) Z = 3Y; (143.3-°-3)2 = 3X, de 
(1+3.3-*-3-)Y = (142.29) X = Y,+2W, ; is 
(143.3) X -3"Z = V,+2W,, ‘ 
(1 7 3.3) 3" Y . U+ 2U. : 
(14+3.3)W, 3 Y = U,+U,+U,, " 
(1+2.2°)V, = U+2U,, \ 
(1+2.2)W, = U+U,+TU,, | D) 
von denen aber nur acht von einander unabhängig sind. 18 
Drückt man nun jede Summe M nach den obigen Formeln durch | S: 
Summen von der Form M aus, so ergeben sich für die letzteren die ein- 
tacheren Relationen 3 
(1-29)Z = 37’; (1-3) Z = 8X‘, 
1-3) Y'= (1-2) X =V,+2W,; X =V;,+2W,, i 
V,=U'+20); Wi=U;+U;+U,, m- 
(1-29; = U'+20U;; (1-2 °9)W; = U +UL+U,;. 3 ce 
Wir wollen bemerken, dass man diese letzteren Relationen auch auf ; Bi 
einem ganz anderen Wege ableiten kann, bei welchem der leicht zu be- e R 
weisende Hülfssatz zur Anwendung kommt, dass, wenn u (ebenso wie v) ; se 
relative Primzahl zu % ist, der Inbegriff der durch « theilbaren Zahlen | 
in 4, identisch mit «.%k,,. ist, wo «' wieder die mit « conjugirte Zahl be- q de 
deutet. Ist nun p eine natürliche Primzahl, und v relative Primzahl zu pk, : re] 
so kann man jede der „(A) Zahlklassen (mod. k), aus welchen das F all 


System #4, besteht, in p’ Zahlklassen (mod. pA) zerlegen, weiche sich, wenn 
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p in k aufgeht, in Systeme von der Form (pk), zusammenfassen lassen, 
während im entgegengesetzten Falle auch noch die Zahlen in 4, zu 
gruppiren sind, welche nicht relative Primzahlen zu p sind. Für unseren 
Zweck genügt es, die Resultate für die beiden Primzahlen y=2, p=3 
anzugeben. Ist k gerade, so besteht das System 4, aus den beiden Systemen 
(2k),, (Zk),c-+re 

d.h. jede in 4, enthaltene Zahl findet sich in einem und nur einem dieser 
beiden Systeme, und umgekehrt sind alle Zahlen dieser beiden Systeme 
auch in 4, enthalten. Ist aber % ungerade, so besteht 4%, aus den vier 
Systemen 

2.h, (2), (2h),casrn (ZU), (ir): 
deren erstes der Inbegriff aller mit 2 multiplieirten Zahlen des Systems %, 
ist. Wenn ferner % durch 3 theilbar ist, so besteht %, aus den drei Systemen 


7 „\* © \* 7 N 
SA, has ko)? (3 K)yci+xe9: 
und wenn % nicht durch 3 theilbar ist, so besteht %, aus den vier Systemen 


N Fe y} N y f® e\ A /2? n ® 
(1—-0o).K,@+on (3k),, (Ih )ya+ie): Oh 


/v(3-+ko?)' 
Der erste dieser vier Sätze kann hier nicht zur Anwendung kommen, weil 
15 nicht durch 4 theilbar ist; wendet man aber den zweiten, dritten, vierten 
Satz resp. auf die Beispiele 
k,=[l,e] [1,3el, [1,9el, [143g], 
k,=[1,3e]l, [1,6e], [2,3e], 
k,=[l,o], [1,2e] 
an und bildet die entsprechenden Summen S(#,), so erhält man die obigen 
neun Relationen zwischen den Functionen M', von denen die eine aus den 
übrigen folgt. 
Aus den letzten vier dieser helationen ergeben sich nun für die 
oben mit P\, P; bezeichneten Aggregate die Ausdrücke 
* r* 7° * )—2s ’WV » 
PA,=V,-W,.. P,= (1-2 )(V:—W;), 
deren Form sich dadurch erklärt, dass jede relative Primzahl zu 6 auch 
relative Primzahl zu 18 ist, während die relativen Primzahlen zu 9 nicht 
alle auch relative Primzahlen zu 18 sind. Berücksichtigt man noch die 


oben gefundenen Beziehungen zwischen P/, P, und P,, P,, so vervollständigen 


Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 2. 1: 


Li 
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sich unsere früheren Ausdrücke für die beiden Funetionen 2H,.. 2H, in 
folgender Weise 


r 7* ” * P. 
2H,=V,--W=V,-W,=P; ag 1+3.3-25° 
f ; R .. . er P, 
2H,=V,;—-—W,=V;-W,;, = Ak = Pine 119.3: 


und hiermit ist unsere Absicht, diese Funetionen durch die Formen der 
Diseriminante —3(18)’ darzustellen, wirklich erreicht. 


6.18, 
Der Grenzsatz von Äronecker. 
Nachdem wir durch die vorhergehenden Beispiele die Bildung des 

Charakters vw, der Moduln %,, und hiermit auch der Function 

2H = F'S(£)-Z'S(f) 
hinreichend erläutert haben, wenden wir uns zur Lösung der Aufgabe. 
welche wir uns in $ 6 gestellt haben. Es handelt sich darum, die Anzahl A 
der Idealklassen des reinen kubischen Körpers X durch die wirkliche Aus- 
führung des in der Gleichung 

IE see di 

ky3 

angedeuteten Grenzprocesses zu bestimmen, welcher darin besteht, dass die 
positive Variabele (s—1) unendlich klein wird. In $ 7 ist die Dirichletsche 
Idealfunetion J in die beiden Factoren @, H zerlegt, von denen der erste 
die über alle natürlichen Zahlen » ausgedehnte Summe 


Er 


n° 
ist, während der zweite Factor H nach manchen Umformungen in $ 11 die 
obige Gestalt angenommen hat. Da nun bekanntlich 
lim s-ND)G=|1 
ist, so wird 
2rrloge 
h-—— —— = lim, 
ky3 
und dieser Grenzwerth lässt sich mit Hülfe eines berühmten Satzes von 
Kronecker leicht bestimmen. Da die Anzahl 4’ der nicht äquivalenten 
Moduln £, mit der der Moduln f, übereinstimmt, so genügt hierzu schon der 


Ausdruck für den Grenzwerth der Differenz 
=(Ar’+Bay+Cy)"—- (Az +Bey+ og’), 
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wo (A, 4B, 0), (A,, 5B,. C,) irgend zwei positive Formen von derselben 
negativen Diseriminante D= B’—4AC bedeuten. Die Darstellung dieses 
($renzwerthes durch Thetafunetionen hat Kronecker zuerst im Monatsbericht 
der Berliner Akademie vom 22. Januar 1863 ohne Beweis mitgetheilt. Es 
lag nun nahe, diesen ersten Satz als Ausfluss eines zweiten aufzufassen, 
durch welchen das Verhalten der von einer einzelnen Form (A, 4B, C) er- 
zeugten Summe 
=(Ar+Brey+Cy') 


für unendlich kleine positive Werthe von (s—1) genauer ermittelt wird. 
Bekanntlich hat Dirichlet zuerst bewiesen, dass diese Funetion unendlich 
gross wird wie 
2rı 
G-1))-—D 
und hierin besteht eine wesentliche Grundlage seiner Methode, die Klassen- 
anzahl der Formen von der negativen Diseriminante D zu bestimmen. Jetzt 
kam es darauf an, einen Schritt weiter zu gehen, nämlich den endlichen 
Grenzwerth der Differenz 
Ä 2 
=(Az’+Bzy-+Cy’)" - —— 
(s—1)y—D 

zu ermitteln. Diese Aufgabe ist zuerst für beliebige reelle Coefficienten 
A,Bb,C von H. Weber in einem an mich gerichteten Briefe vom 12. October 
1851 vollständig gelöst. dessen Inhalt er später veröffentlicht hat im Bd. 33 
der Mathematischen Annalen (1889) und in $ 113 seines Werkes „Elliptische 
Funetionen und Algebraische Zahlen“ (1891). Inzwischen ist aber auch Kronecker 
in zahlreichen Aufsätzen über die elliptischen Funetionen auf diesen Gegen- 
stand zurückgekommen; schon im Sitzungsberichte der Berliner Akademie 
vom 30. Juli 1885 findet sich seine, von der Weberschen wesentlich ver- 
schiedene Ableitung des fraglichen Grenzwerthes, zunächst für rationale 
Coeffieienten, und endlich hat er im Sitzungsberichte vom 21. Februar 1889 
den Satz auch auf Formen mit complexen Coefficienten ausgedehnt. Wir 
beschränken uns hier auf Formen mit reellen Coeffieienten und stellen den 
Satz in der für unseren Zweck geeigneten Form folgendermassen dar. 

Es seien «@ und ? = «aw irgend zwei complexe Constanten von 
imaginärem Verhältniss &, und zwar setzen wir fest, dass der reelle Theil 
von iw negativ sei; bezeichnen wir immer mit « die mit « conjugirte 


15* 
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complexe Zahl und mit N(«) das stets positive Product ««', so können wir 
dies auch durch die Bedingung 


4 = i(aß' — Pa’) = i(w —w) N (a) >0 
ausdrücken, und wir nennen zugleich « die erste, $ die zweite Basiszahl 
des binären Moduls f= [«, f] = «e[l,o»], dessen Zahlen von der Form 
.= ez+Py sind, wo z, y alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen. Sind 


, = 0,w, ebenfalls eine erste und zweite Basiszahl desselben Moduls 
t=[e, #] = [e, P,], so bestehen zwischen diesen beiden Basen Relationen 


> 


a, und 


von der Form 
ah=aa+ceß, P,=bae+dP 
wo a,b, ec, d vier ganze rationale Zahlen bedeuten, die der Bedingung 
ad—be= +] 


genügen (vergl. $ 11). Hieraus geht hervor, dass die oben mit / bezeichnete 
positive Grösse eine Invariante des Moduls £, d. h. unabhängig von der Wahl 
seiner Basis ist. Bedient man sich ferner einer in der Theorie der ellip- 
tischen Modulfunetionen üblichen Ausdrucksweise *), so gehören die durch 
die Gleichung. 
REN, 

dA—+co® 
verbundenen Zahlen ®, », derselben Klasse äquivalenter Zahlen an, und diese 
Klasse ist also ebenfalls eine Invariante des Moduls £, oder vielmehr eine 
Invariante der Modul-Klasse, welche aus allen mit £ äquivalenten Moduln 
besteht. Von hervorragender Wichtigkeit für die eben genannte Theorie 


ist die Funetion 


rw 


n(w)=e" II(1-e’”'®"), 


wo » in dem Producte /J alle natürlichen Zahlen durchläuft; das Gesetz 
ihrer linearen Transformation wird durch die Gleichung 
1 
n(w,) = r(a+ew)’n(w) 
*) Vergl. meinen Aufsatz in diesem Journal, Bd. 83, und meine Erläuterungen 
zum Fragment XAXVIII in der zweiten Auflage von Riemanns Werken (1892). Eine 
ausführliche Darstellung der ganzen Theorie findet man in dem oben citirten Werke 


von H. Weber und in den Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunctionen 
von F. Klein und R. Fricke (1890 — 1892). 
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ausgedrückt, wo r"=1, und w, die obige Bedeutung hat; berücksichtigt 
man noch, dass 7(—w') die mit 7(®) conjugirte Grösse, und dass 

0 —_ 
Fi (a+co)(a+co') 
ist, so ergiebt sich hieraus leicht, dass die Grösse 

H(w) = H(—w') = n(w)n(—w') Yi(w' —w), 

wo die Quadratwurzel immer positiv genommen werden soll, für alle mit 
co» äquivalenten Zahlen einen und denselben positiven Werth besitzt, welcher 
mithin eine Invariante der aus allen diesen Zahlen bestehenden Klasse ist. 
Durchläuft nun 4 alle von Null verschiedenen Zahlen des Moduls f, und 
bezeichnen wir (wie in $$ 10, 11, 12) mit S(£) die Summe aller entsprechen- 
den Potenzen N(A)"*, so besteht der Satz von Kronecker darin, dass 
2n| 1 
4 \s— 


! 


sh = 1 —2 I’ (1)-10g4- 210g H(w)y + (0) 


ist, wo die Funetion (0) gleichzeitig mit (s— 1) unendlich klein wird, während 
— (1) = 0,5772... die bekannte Eulersche Constante ist. 

Um nun diesen Satz auf unsere Moduln f= k, anzuwenden, bemerken 
wir zunächst, dass die obige Unterscheidung zwischen der ersten und 
zweiten Basiszahl mit der in $ 11 festgesetzten übereinstimmt, wenn wir 
jetzt noch annehmen, dass dort unter o immer diejenige Kubikwurzel der 
Einheit verstanden wird, für welche 


1+20 =V—-3=iV3 


wird, wo Y3 positiv zu nehmen ist; behält man die dortigen Bezeichnungen 
bei, so wird zugleich 

4 = i(af' — Pa‘) = kVY3 
und 
ß __b,+b,oe B-+ikV3 


= — - 
.) 
a qa,—+a,o 24 


wo (A,4B,C) wieder die der Basis «, $ entsprechende binäre quadratische 
Form bedeutet. Hat man nun für jeden der #’ Moduln £, und für jeden 
der 4’ Moduln f, nach Belieben eine Basis «,? gewählt, und bezeichnet 
man mit ,, @, die entsprechenden Werthe von w, so liefert der Satz von 


Kronecker das Resultat 
limd= b. |F'logH(w,) — Z’log Ho), 


ky3 


tl 
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und hieraus ergiebt sich die Bestimmung der Anzahl % der Idealklassen im 
Körper ÄX durch die Gleichung 
a IH(o,) 
IIH(o,)' 
wo & die Fundamentaleinheit des Körpers X bedeutet, und wo die Product- 
zeichen /7 im Nenner und Zähler sich auf alle nicht äquivalenten Zahlen 
©, @, beziehen. 

Mit diesem Resultate, in welchem der Zusammenhang zwischen den 
reinen kubischen Körpern und den aus der complexen Multiplication der 
elliptischen Functionen entspringenden algebraischen Zahlkörpern enthalten 
ist. brechen wir die gegenwärtige Abhandlung ab; doch fügen wir noch 
die folgenden Bemerkungen hinzu, die sich auf die wirkliche Berechnung 
der Klassenanzahl A beziehen. Für diesen Zweck ist, wie wir gestehen 
müssen, die Brauchbarkeit des gewonnenen Resultates noch an gewisse 
Bedingungen gebunden, die zur Zeit keineswegs als allgemein erfüllt an- 
zusehen sind. Vor Allem ist zu bemerken, dass hierzu die Kenntniss der 
Fundamentaleinheit e des Körpers K erforderlich ist; nun haben sich zwar 
verschiedene ausgezeichnete Mathematiker damit beschäftigt, die zuerst von 
Jacobi*) angegebene und an einigen Beispielen durchgeführte Methode zu 
vervollkommnen, aber ein einfacher und zugleich nachweislich unfehlbarer 
Weg zur Gewinnung von e, der sich mit der Lösung der Pellschen Gleichung 
in der "Theorie der quadratischen Körper vergleichen liesse, ist meines 
Wissens bisher noch immer nicht gefunden. Für die Beispiele der in $ 2 
aufgestellten Tabelle ist es freilich ohne grosse Mühe möglich, die Aufgabe 
zu lösen, und zwar gelingt dies meistens durch die Zerlegung einiger 
wenigen Zahlen des Körpers in ihre idealen Primfaetoren; für Diejenigen, 
welehe solehe Berechnungen anstellen mögen, bemerke ich Folgendes. 
(siebt man den Buchstaben a, b, «, # wieder dieselbe Bedeutung wie in $ 2, 
so findet man leicht, dass jede im Körper K enthaltene Zahl 


z=3+za+yPß, 


von deren rationalen Coordinaten z, x, y höchstens eine verschwindet, auch 
als Quotient in den Formen 


„— he —bz, _ SP—ay _ HP 


3 — 20 
bz — ya ay— ıB 3— U s— ypB 





*) Allgemeine Theorie der kettenbruchähnlichen Algorithmen, in welchen jede 
Zahl aus drei vorhergehenden gebildet wird (dieses Journal, Bd. 69). 
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darstellbar ist, wo 
2, = 3 —abıy, 2, = ay’—zı, y, = be’—2y 
die Coordinaten ihres Supplementes 
22 = 3, +1m,0+y,ß 

bedeuten. Hierdurch wird man veranlasst, nür solche Zahlen z# zu betrachten, 
in welchen eine der Coordinaten x, y verschwindet, während die beiden 
anderen ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind; eine solche Zahl 
z ist nur durch Primideale ersten Grades theilbar, und x kann auch nicht 
durch zwei verschiedene, in derselben natürlichen Primzahl p aufgehende 
Primideale theilbar sein, ausgenommen den Fall y=3 bei den Körpern 
zweiter Art, wo 05=p'p, und wo jede Zahl 2 entweder relative Primzahl 
zu 5 oder theilbar durch pp,, aber niemals theilbar durch p’ ist. Auf 
Grund dieser Eigenschaften schliesst man aus der Norm von z, welche die 
leicht zu berechnende Form z’+ab’r’ oder z°+a’by’ hat, sofort auf die 
Zerlegung des Ideals oz in seine Primfactoren. Um zu bewirken, dass 
eine solche Zahl z durch ein in der natürlichen Primzahl p aufgehendes 
Primideal ersten Grades p theilbar wird, braucht man nur mit Hülfe des 
Canon Arithmeticus die beiden rationalen Zahlen «,® zu bestimmen, für 
welche e=u, P=v(mod. p), also "=ab’, ve’ = a’b, uo = ab(mod. p) wird; 
dann ist der Modul [p, @e—u, —v] das kleinste gemeinsame Vielfache 
p—n vonp und der Ordnung n =[1, «, #], und unter den in ihm enthaltenen 
Zahlen 2 wird man vorzugsweise diejenigen wählen, deren Coordinaten so 
klein wie möglich sind. In allen Beispielen der Tabelle in $ 2 und einigen 
anderen, die ich untersucht habe, findet man bald, dass aus wenigen so 
zerlegten Zahlen z sich zwei Producte von verschiedenem Absolutwerth 
bilden lassen, welche aus denselben Primidealen zusammengesetzt sind, 
deren Quotient folglich eine irrationale Einheit ist. Die Aufsuchung der 
Fundamentaleinheit «, welche hierdurch bekanntlich in endliche Grenzen 
eingeschlossen ist, kann freilich noch ziemlich mühselig sein, obgleich die 
Anzahl der anzustellenden Versuche durch Zuziehung gewisser Congruenzen 
sich noch beschränken lässt. 

Am Schlusse der in der Einleitung erwähnten Abhandlung giebt 


Herr Markoff eine werthvolle Tabelle von Einheiten für diejenigen 52 aus 
3 


0 


/_12 . u . 2 . - . 
«=Yab’ gebildeten Körper, in welchen ab’ = 70 ist (von den 54 in der 


Tabelle angegebenen Einheiten treten zwei je zweimal auf, die eine bei 
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ab’ = 12 und ab’= 18, die andere bei ab’=20 und ab’=50); dass der 
von ihm eingeschlagene Weg der Berechnung mit dem eben beschriebenen 
wesentlich übereinstimmt, geht theils aus der Darstellungsform dieser Ein- 
heiten hervor, theils aus der in $5 (8. 20) enthaltenen Bemerkung: „Ne 
nous arr&tant pas aux methodes süres mais fatigantes pour determiner V’unite 
complexe fondamentale nous remarquons, que pour les valeurs petites de 
a et b il est facile de trouver les unites complexes par le tätonnement en 
considerant plusieurs nombres $ composes des m&ämes facteurs premiers“. 
Unter diesen 52 Körpern befinden sich auch alle in meiner Tabelle ($ 2) 
angegebenen 21 Körper (ab 23), und die in diesem Umfange angestellte 
Vergleichung mit meinen Rechnungen hat ergeben, dass die von Herrn 
Markoff gefundenen Einheiten sämmtlich fundamental sind mit einziger Aus- 
nahme des Beispiels ab’ = 28, in welchem die von ihm angegebene Ein- 
heit das Quadrat der Fundamentaleinheit ist. 

Während die von Herrn Markoff und mir angewandte Methode auf 
der Zerlegung der Zahlen in ihre idealen Primfaetoren beruht, hat Herr 
Mehmke schon seit dem Jahre 1885 den zuerst von Jacobi angegebenen, 
später von Herrn Bachmann*) behandelten Algorithmus der Annäherung 
wieder aufgenommen und durch gewisse Modificationen zu vervollkommnen 
gesucht, worüber er mir brieflich in den Jahren 1889—1895 interessante 
Mittheilungen gemacht hat, die mir die Veröffentlichung seiner Methoden 
sehr wünschenswerth erscheinen lassen; mit bestem Danke erwähne ich 
einer von ihm berechneten Tabelle von 39 Einheiten, unter denen sich acht 
auf die Beispiele ab’ = 76, 124, 126, 140, 198, 207, 254, 350 beziehen, 
also nicht in der Markoffschen Tabelle enthalten sind. 

Die weiter unten zu benutzenden Fundamentaleinheiten &e der in $ 12 
mit X,, K;, K,, K, bezeichneten Körper und ihre receiproken Werthe &”' sind 
die folgenden: 

gs =1+toe+P, 5 =—1+eo 
4+30+2P, 5 =—2+P 
& = 109+600+35P, g'=1-6a+3P 
= 55+240+21P, S'=1+30—3P. 
Wenden wir uns jetzt zu der Berechnung der Function 4(o), welche 


f 


*) Zur Theorie von Jacobis Kettenbruch-Algorithmen (dieses Journal Bd. 75. 
1873). Vergl. Fr. Meyer: Ueber kettenbruchähnliche Algorithmen (Verhandlungen des 
Mathematiker-Congresses in Zürich 1897). 
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für alle einander äquivalenten Zahlen » denselben Werth besitzt, so ist es 
vortheilhaft, für den Repräsentanten einer solchen Klasse immer die in der- 
selben enthaltene reduweirte Zahl ® zu wählen, welche den Bedingungen 


-1so4o <+Hl, oo —|1 


genügt, weil dann der analytische Modul (oder absolute Betrag) von e’"* 
bekanntlich so klein wie möglich wird; da es ohnehin feststeht, dass 4 
eine ganze Zahl ist, so genügt in der Regel die Annäherung 


io ni’ 


n(w)=e”", n-o)=e ", 
“2 ri (w’— @) 
H(o) = e "— Vilw—w), 
Setzt man wie oben 
B-+iky3 tt ir 
DD = F —(U) = 
2A 2A 
wo (A, 4B, C) die der redueirten Zahl » entsprechende redueirte Form von 
der Diseriminante B’—-4AC=D= -—3%’ bedeutet. so wird 


ky3 


.r ' \ nu 
WW —- ww) = A 


aky3 . 
754 —;logA+3log(ky3); 


log H(w) = — 


setzt man hierin für ® die 4’ Werthe », und die 4’ Werthe », ein und be- 
zeichnet die entsprechenden Werthe von A mit A, und A, so ergiebt sich 


aky3f 1 ı\ | . | 
5124-2 +41 Zlog A, FlogA, |; 


h log & = - A, A, 


führt man endlich statt der natürlichen Logarithmen log die gemeinen 
Logarithmen Log ein, und setzt zur Abkürzung 


ay3 
u: 


Log e = 0,1969308.... Log M = 0.2943137...—1. 
so erhält man die Annäherung 


hLoge= Mk| 2 -- 2 \+4 1 zLogA,— ZLogA, |, 


1 
A, 
welche, wie gesagt, zur Berechnung der ganzen Zahl k in der Regel voll- 
ständig ausreicht*).,. Um eine Probe für die Genauigkeit dieser Formel zu 
machen, deren rechte Seite mit M bezeichnet werden möge, wollen wir sie 


*) Nach einer oberflächlichen Schätzung ist für jede reducirte Zahl » der absolute 


Betrag der Differenz Log 7(w) — Loge immer <0,0015943. 
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auf die vier Körper K,, R,, K,, K, anwenden, für welche die Werthe der 
Zahlen A, A, in $ 12 angegeben sind; die hiernach zu berechnenden Werthe 
von DW sind dann mit den obigen Werthen der Fundamentaleinheiten & zu 
vergleichen. 
Körper K.. 
ı=6,8 =1; A,»1; 4 =4: = 05851585; 
e = 3,8473221, Loge = 0,5851585. 


Körper AR... 
k=>Yy, Heli det A = TR =1W966BL: 
e = 12,4869164, Loge = 1,0964550. 


Körper K.. 
k=18 4"=3; 4,=1,7,7; A, =4,9, 13; M = 2,5147929; 
e = 326,9908336, Loge = 2,5145356. 


Körper K,. 
k=18 k=3; 4,=1,13, 13; A, =4, 7,9; M = 2,2169007; 
e = 164,9818558, Loge = 2,2174362. 


In allen diesen Beispielen schliesst man aus der obigen Näherungs- 
formel ALoge =M mit Sicherheit, dass die Klassenanzahl A=1 ist, weil 
Mt nahezu mit Loge übereinstimmt. 


Auf dieselbe Weise habe ich die Klassenanzahl A für alle Körper 
der Tabelle in $2 und ausserdem für die drei Beispiele ab’ = 35, 53, 91 
berechnet, denen die Werthe A=3, 1, 9 entsprechen. 

Bedenkt man, dass für diese Bestimmungsart der Klassenanzahl A 
ausser der Kenntniss der Fundamentaleinheit e auch die Aufstellung der 
Moduln £ und ihrer Charaktere w erforderlich ist, welche für grössere 
Werthe von ab immer zeitraubender wird, so kann man dem oben gewonnenen 
Resultate nur einen sehr geringen oder gar keinen praktischen Werth bei- 
legen. Auf Grund des schönen Satzes von Herrn Minkowski*), dass es in 
jeder Idealklasse mindestens ein Ideal giebt, dessen Norm absolut kleiner 
ist als die Quadratwurzel aus der Grundzahl des Körpers, gestaltet sich 
die Berechnung von %k viel kürzer; die oben beschriebene Zerlegung der 


*) Theoremes arithmetiques (Compte rendu der Pariser Akademie vom 26. 
Januar 1891). 
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Zahlen z von der Form z+x« oder 3+y/P in ihre idealen Primfactoren 
liefert (in allen 24 von mir behandelten Beispielen) so viele Aequivalenzen 
zwischen den fraglichen Idealen, dass sie sich wirklich in A Klassen ein- 
ordnen, und es kommt nur noch darauf an zu zeigen, dass diese Klassen auch 
von einander verschieden sind, was meistens keine Schwierigkeit macht: 
in den Fällen, wo ab durch Primzahlen p von der Form 3m+1 theilbar 
ist, dient hierzu namentlich die Bemerkung, dass N(3+20+y/) = »° (mod. ab), 
also die Norm jedes Hauptideals kubischer Rest von jeder solchen Prim- 
zahl p ist, worauf zugleich die Eintheilung der Idealklassen in Geschlechter 
beruht. Ich bemerke schliesslich, dass auch Herr Markof in S 6 seiner Ab- 
handlung für einige Beispiele die Klassenanzahl A auf ganz ähnliche Weise 
bestimmt hat. 


Ich habe im Vorworte leider versäumt, die kürzlich in der Viertel- 
jahrsschrift der Naturforschenden Gesellchaft in Zürich (1897, Jahrgang 42) 
veröffentlichte nachgelassene Abhandlung: „Zur Theorie der zerlegbaren 
Formen, insbesondere der kubischen* von Arnold Meyer zu erwähnen; sie 
ist schon im Jahre 1870 verfasst und bietet, abgesehen von der Ermittelung 
der Idealzahlen, nur wenige Berührungspunkte mit meiner Arbeit dar. 
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Die Existenzbedingungen eines von den ersten und | 
zweiten Differentialquotienten der Coordinaten j 
abhängigen kinetischen Potentials.') 

(Von Herrn Karl Boehm in Heidelberg.) 


dei 


Nachdem der von Helmholtz’) aufgestellte Satz über die Existenz- 
bedingungen eines kinetischen Potentials in der Abhandlung des Herrn 
Königsberger über die Prineipien der Mechanik”) erstmals bewiesen worden 
war, hat Herr A. Mayer in den Berichten der Kgl. Sächsischen Gesellschaft 
der Wissenschaften*) gezeigt, dass der Beweis des genannten Satzes mit 


Il 


Hülfe eines Prineips aus der Variationsrechnung in besonders einfacher 


II 


Weise durchgeführt werden könne, und hat zugleich die Vermuthung aus- 
gesprochen, dass die von ihm angewandte Methode auch die Lösung der 
von Herrn Königsberger aufgeworfenen Frage nach den Existenzbedingungen 
eines von den v ersten Ableitungen der Coordinaten abhängigen kinetischen 
Potentials ermöglichen werde. 


r . r . . Te 
In der 'T'hat verursacht eine solche Verallgemeinerung keine erheb- 2) 
lichen Schwierigkeiten. Es kommt alles nur darauf an, das Problem so w. 
zu wenden, dass es sich auf die Behandlung eines Systems von linearen u 
partiellen Differentialgleichungen zurückführen lässt. In welcher Weise 
') Die nachstehende Arbeit ist im Sommer 1897 entstanden und der Redaction | un 
dieses Journals eingereicht worden. Inzwischen hat Herr Arthur Hirsch im 50. Bande der i 
Mathematischen Annalen das hier behandelte Problem nach einer anderen Methode in ; 
allgemeinster Weise gelöst. : 
”) Ueber die physikalische Bedeutung des Prineips der kleinsten Wirkung. ; In 
Journal für Mathematik, Bd. 100, S. 166. 1836. -——- Wissenschaftliche Abhandlungen, 
Bd. III, S. 236. Leipzig 1895. “es 


°) Mathematische und Naturwissenschaftliche Mittheilungen aus den Sitzungs- 
berichten der Königl. Preuss. Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Bericht vom 
30. Juli 1896. 8. 387. 


") Berichte der mathematisch-physikalischen Klasse. Sitzung vom 7. December 1896. 
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man dies erreichen könne, soll in der vorliegenden Arbeit zunächst für den 
Fall v»=2 gezeigt werden. Zu diesem Zwecke müssen wir uns — ehe 
wir die eigentliche Aufgabe angreifen — mit der Herleitung zweier Hülfs- 
formeln befassen. 


Seien 9,, Pa *",Pp„ irgendwelche Functionen von £, und V eine Fune- 


1 . ' r . 7” 
tion von t; 1, Pa""Pai Pr PP 9 PO, pP, pi. 


Bezeichnet man durch JY die Variation, welche V erfährt, wenn man 
den Variablen p die willkürlichen Variationen dp ertheilt, so hat man stets 


IRVN\__ dar 
EntN 


er), ‚a ) 
. de’ | dr) ao u Na dere. ne 
De Op; Pin Op; dt‘ P./" öpf+? di®@+e) \ Pi, per 
[© 0 \ 6) v co) 5 ol ) (v) \ 
% > Lön; Te Het Op?+». 1-4] pi; 

a Fu dr’roV 1 a ı 
— y | EUER & n (On.\ 
ge: Fe er ). Ip. + 7 op! dti\o ,i) di? Ip; j j op) div + dp;) 

de=* as d’’oV r V d/’oV d’roV e 
— RT 9 au ) 

Be u = ae (55; )Ip.+ * Op\°-?) Pe Her 5) =) di (OP3) ie 


oV der+2) 
Top) dıw+: al Ip, )! 


Man übersieht jetzt leicht, welches nach Ausführung aller o Diffe- 


d? 


rentiationen nach £ auf der rechten Seite der Üoeffieient von dıo dp,) sein 
wird, nämlich: 
für oe: 

0—0 0o—0+]1 a V 0-1 y AV 0 AV 

ce) K Gern? A FRE Bee, BrZT 

die=° op; \0-1/ e-c+!l ‘Op; 7 de L\0p\e-U/ di? op‘) 

und für = 
3 ; oV )- „ar oV )- de s oV\ 
Er te 25 mern Pe dt? =1\9plo=1) dt: 167) 


” ” » .. » Y u.» ” d? } \ 
Indem wir den einen dieser Ausdrücke gleich dem Coefficienten von Tr (dp,) 
( 


auf der linken Seite unserer ersten Formel setzen, erhalten wir die beiden 
Itelationen 
für o — ‚gi 

d? Er de 


de-=+1 OV der oVı 
A = er) (re) 
) ei ‚dee $ Ara (5) die? +( (4 dies +1 op; # + dt? op\)/ 
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und für op: 


8 (dVı__ oV 


(B) Op.) \ die / 7 Oplo-e) + (1) ar nt tz (m) 


Dieselben bilden die Verallgemeinerung der Formeln (A), (B), (C) in der 


erwähnten Abhandlung des Herrn Mayer. Bildet man die Gleichung (A) 
für eine Function A(t,p,,Ps,*'", P„), welche also nicht von den Ableitungen 
der p abhängt, so erhält man die Formel, von welcher Herr Königsberger 
in seiner Arbeit über die Prineipien der Mechanik ausgeht: 


o Ro Wi OR\ __ na -@—-0+ ı) A(RW- ne 
op‘) (R = N E I (: - 


Op; Br 1+.2...0 Op; 


Die Formeln (A) und (B) liegen in der nachstehenden Arbeit überall der 
Reehnung zu Grunde, so dass es mir überflüssig erschien, dies an einzelnen 
Stellen besonders anzumerken. Die Untersuchung, in welche wir jetzt ein- 
treten, befasst sieh mit folgender Frage: 


Es seien P,, Pa - +, ?„ Functionen der unabhängigen Veränderlichen £. 


Wir suchen die Bedingungen aufzustellen, welchen » Funetion P,,P.,, ..., P,von 
dp, ‚, d’p, 2, d’p Ä 
Wr =p ep — m) _—— — pM Gelzn 
tn" The a Fe Fr ! 


genügen müssen, damit sie sich durch eine einzige Function H von 
b, Dir Par > Pa} Pır Par + Pa: Pi Pi. p\” in folgender Weise ausdrücken 
lassen: 


/1\ ».__ joH  d/(oH d’/ecH\) iitgg 
eu r YA P: u — )+ di, Fa) (= 1,2,.,n) 


Setzt man 


oH 

/9 . 

(2.) op) u Fıs 

(3, oH __ dyg, a 

a" Op! dt | 
wodureh (1.) übergeht in 

4, _oH dy, eg” 

Ce op. { dt ı\ 


so ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen sich 22r+1 Functionen 
f,W, H gemäss den Gleichungen (2.), (3.), (4) bestimmen lassen. 
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Zunächst folgt aus (4.), da H von p{” und p(®, w, von p{” unabhängig 


ist. dass 





oP, ow, 
a) op ng Op“) ’ 
(5.) h\ oP, oO, d (© u, 
7 op) sh p\” * dit \o 2) 


Wir gehen dazu über, für die Gleichungen (2.), (3.), (4.) die Integrabilitäts- 
bedingungen aufzustellen. Damit eine on H der p, und p!” existire, 
welche den Gleichungen (2.) und (3.) genügt, ist es nothwendig und hin- 
reichend, die w, so als Funetionen der p,, p!”, p!” und die o, so als Functionen 
der p, und pl” zu bestimmen, dass die Gleichungen 





q ow, Ow, 
7 0pO Ip! 
(6 \ l x ow, ow, d ( r Ur ) 
). )) —— _ | in 
/ f op‘ r op“ -) dt \cop > — op“) 
3 U_ 30 _ 2 (dp), 2 (dee 
J op, op! op,\ dt Op, \ dt?’ 
und 
> og, ar Ow, 
a 77° ©] Bass (3)? 
a °P:  Apl 
\ l, en, nr es 
er \ og: Gr 1lroy, oOWw, 
b) op. Op 7 2\Ip 7 SpW)' 
dp Op: 2\0p®  Öp! 





erfüllt sind. Dieselben können leicht mit Hülfe der Formeln (A) und (B) 


n n(n— ar 
aus den fen ER ’+-- n ) Integrabilitätsbedingungen 
Rt oa "an, ee 
op‘ 2) op“ C p\ ;) op, / op, Op, 
op“ er. 9p®) ? op! Op) Op, « op: 


hergeleitet werden und entsprechen den Gleichungen (7.), (8.), (9.), (10.), 


11.) in der Abhandlung des Herrn A. Mayer. Ausserdem soll nun H als 
Funetion der p, die Gleichungen (4.) befriedigen; es treten also noch die 


+n?’-+-- n- —D Bedingungen 


Qo ; MR) 4 5 N : 
Ten. Ka a ala) ae) ade) 


co pa Pe op. op! 08%? op, 77 
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hinzu, welche sich in folgende Form bringen lassen: 


a er 


op@X\dı op. 
| ° (dw, a me ee 
(8.) b) Op’ dt a P,) .. op. + v.): 





C) h .(- P,)= 3 dp. -P,) 


Unser Problem ist darauf zurückgeführt, die Bedingungen anzugeben, 
welchen die P, unterworfen werden müssen, damit den Gleichungen (5.), 
(6.), (7.) und (8.) durch 2» Funetionen , und w, genügt werden kann. 
Denn ist dies der Fall, so existirt jedenfalls eine Function H, welche die 
geforderten Eigenschaften besitzt, und zwar lässt sich dieselbe gemäss den 


Gleichungen (2.), (3.) und (4.) durch blosse Quadraturen bestimmen, wenn 
die g, und w, gefunden sind. 


Zur Lösung der so redueirten Aufgabe formen wir zuerst die 
Gleichungen (6.) und (8.) mit Benutzung von (5.) und (7.) um. Aus (6*.), 
(6°.), (6°.) erhält man die Beziehungen. 


oP, oP, 
(9.) op” eh 
op, OP, d " ar, 
(10.) öp® + op -2 dt En Er) 
AR KR Od. dp _ 64, e 1 ES oP, ). 
(11.) op, op! Op op, 2dı\öp® Op® 


aus welchen man umgekehrt mit Hülfe von (5.) und (7*.) die Gleichungen (6.) 
herleiten kann. Bildet man ferner Summe und Differenz der Gleichung ($*.) 
oder 


oP, ud Op + oy, En) 
om 6p op. \Op® 


und derjenigen, welche aus ihr durch ze von ı und % hervor- 
geht, so ergeben sich 


(12 \ oP, oP, Kae d OP, A 
e TE EA ee 
und 
: oP, a : eg, 0, Br nr d? - 
te an an tönt än + Farlopi) 


RE ER erehe 


Fe er RE 
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DEAN TER IABDIE ae 
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ı 3 a. 
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welehe Formeln in Verbindung mit (5.), (7.), (9.), (10.), (11.) der Gleiehung 
(8°) vollkommen äquivalent sind. Das gleiche Verfahren, auf (8°.) oder 


oP, u owW, oWw, drow, \ d/’og, 
Op: Op, cp, dt N On’. \. pP. ? 


angewendet, lehrt uns, dass diese Gleichung ersetzt werden kann durch 
Er u droP, nn 2 d’ ( OP, \ 


i u 
de? \OP@J 


(14.) op, op "dt „ar op® 


und 
or, OP, = 2(© w, o we\, | d’ ( oP, O PEN 


15.) nn N se r ' r r Per Sy 2 
(18.) op, °P op, Of 


op“) na op) 7° 
Endlich ist in einer Zusammenstellung mit den vorhergehenden die Gleichung 
(8°) äquivalent mit 


\ 


| ( oP, _ OP, 
opV op)? 


(16.) .2 ( n: d \op! op’ Far 


OP; op, 


oP, © =) eier oAN 


so dass wir zu folgendem Resultate gelangen. 

Damit eine Function H existire, welche die Forderungen (1.) erfüllt. 
ist das Bestehen der Identiäten (9.), (10.), (12.), (14.), (16.) nothwendig. 
Wenn sich alsdann die 2» Functionen 9, und w, gemäss den Gleichungen 
(3.), (7.), (11.), (13.) und (15.) bestimmen lassen, so wird die angegebene 
Bedingung zugleich hinreichend sein. Dass dies der Fall ist, soll im 
Folgenden gezeigt werden. 


Die Gleichungen 


RE O9, 09. ,Oöw oOyw_,d/yroP, OP, N 
11.) 7 u 7 2 eve Be3 / (3 Da u} 
OP, op, op, op, - al cp, op!” 


\ 


und 


’ op, 99. ,0Ww, oy, oP, OP, d’/’oP. 
TER TE HE TER an SER eg IF ) 
OP» :OP. :. 09, 0 op) op“ dt“ 


Op@/ 
lassen sich ersetzen durch ihre Summe und ihre Differenz, also durch die 
Gleichungen 


7 Ip. IWW, 'oP, Ih l P, IP,‘ ? /oP. 
Er et (nt rl) 


op. Op, op”) op“) di \op“ op®)/ dt’ \op@/' 
und 
PER og, ow, oP BRLT; d/’oP, OP, \ d’/oP, 
1 tt rt ale) 
op, OP: “\op) op“) di\op op! dt" \op\* 


deren jede für ©=1,2,..,»2; 2=1,2,....n bestehen muss. Da nun, mit 
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Berücksiehtigung der Identitäten (9.), (18.) aus (17.) durch Vertauschung 
von ı und x hervorgeht, so sind die 4n(a—1) Gleichungen (18.) mit den 
;n(na—1) Gleichungen (17.) identisch, können also weggelassen werden. 








Es müssen demnach die 2» Funetionen 9, und w, Integrale des 
folgenden simultanen Systems linearer partieller Differentialgleichungen erster 


N. ug 
. Zu N u ll ya a hi Sa a gi er u 
ER ER RT ET 2 


art 





Ordnung sein: { I 
m 99 __OP 
Er ee 705 
ar Oi oh ‚(oP. oP, 
(4 .) . KT re (3)/ 

op, op, ‚\op" op! 
(9% ) ow, ”: oP, 
le op) op! | 
Ab ' oWw, er oO P, d ( © P, ) | | 
(® . « (2) Bi ae, In —- E I (+) 
op! op‘ di \op\ 
(17 n og, u ( UV, BER IR 4 oP, 4 Ö ’P, APR ( Ö SE) d GE) 
el Op! ) op Ö p®) 4 r (; = op®) di? op“) \ 
(15. aWw er St ee 1 d' Ai Zr OP,N\ ( 
h Op, op, "\op, op, 4 dt? \öp‘ u Op@)/ ' 
Um zu zeieen, dass dieses System RR ist, werden wir aus 
ben) ’ “. ben) F} 
den Identitäten 
u, MR 
\Y ) dam 


nu Te Ba 
op) op) 


10) ur Fee 


223 )n(3 14 
op) op dt \op 


19) OP, oP, _ op, oP, ) 

a op”) op) 3 pr op") op) 

14, OP, pr oP, d (= 4 e:, 2 le ) 

Te di \op®) op® di" \opW/' 
# ı x 


(16.) 





oP, o6P, In pin aP,\ ii get nn, 


un. ne nie 
Op. 0Pp. :dti\öp, Op’ tdi\op®) Ip 


welche jetzt als erfüllt anzusehen sind, eine Reihe weiterer Relationen her- 
leiten müssen. 

Aus (10.) folgt, da links fünfte Differentialquotienten der p nicht 
vorkommen. 


2 
19.\ en 


Am) Anl 
C P, C P; 


' e 
EEE In SR Re a a 
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Ebenso erhalten wir, indem wir (14.) und (16.) nach p\® differentiiren: 


, o*’P, 
(20.) op@op®) v, 

| oO oP, oP, 

(21.) a0 (5 50) 0, 

ferner, indem wir (14.) nach p'”, (12.) nach p(* und (10.) nach p{ differentiiren: 

Ö oP oP, o’P 

‚)* ) ge Ze 

(22.) FRIE op“ 5 + m )- pop 0, 

n JP, 

92 \ © c 

(23.) op Zr Ta op“ .): V 

ö /8P, , OP, ö®?P, 
(24.) op") (3 p“ r 550) 4 op)op* ’ 


und durch Verbindung von (21.) und (24.): 


o°P, ‚ o°’P, 


(24%, | ke | 
(2 ) op®)op"%) op‘) op» 


Vier weitere Identitäten ergeben sich durch NNLIEIEEER der Gleichungen 
(16.), (14.), (12.), (10.) bezw. nach p”, pi”, pi”, pi” mit Benutzung der 
bereits oben abgeleiteten Formeln: 


F 9 ' 3 roP IP, 
(25.) : Pr Sk u )=4sal I )=0, 
op» \op, op 2op'>\op®) Op®) 


woraus nach (9.) unmittelbar folgt: 





Ina e) oP, oP; 7’ O oP, oP, © oP, oP, 
 ) op®\Op0) Op) op) (3 „3 Op®) LTT: He p@) Tr: p@) v, 
P, P; Pr Px r ’P; 
BET N RE WELANIIE (BP 4 Pay] 
96, op) \opı 9Pp.- opY) \op” | op") r op!” \op) op 
3 .) 4 ” 


i o’P ‚d 
op, op‘ al 








o°’P. | 


Anl?) An(*) 
op; op, 


oder nach (22.): 





OÖ eR Ba Ey Brom’ EN 2 o’P, 
op op” op, öp) op“ Ie p\ , F d p“ )/ Ip; op 
(26°. | 
4 d | o'P., | 0) 
ie op )op® ‘ 
27 ulzr oP, 2) U TEL. ( oP, c =) ER ; yoP: oP, 
En p\” FIT op Top) \op® Hp op" \op, Op: 


(28.) . Ba SE un 4 4 öl, Sn) 


50) 1: Sa3 In’ on\*+ n(2) +) 
op®) op) op" op,cp® dilop® op". 


E 
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Wenn wir von der Gleichung (25.) diejenige abziehen, welche aus ihr 


durch Vertauschung von 2 und hervorgeht, und dabei die Relationen (9.) 
und (27.) berücksichtigen, so erhalten wir 


(29 o”P, o’P, 8 röP, OP; 
(29.) op? op®) Dar op@Op®) Ks p® Op! “ öp" — 


0. 


Weniger einfach als die vorhergehenden sind die vier Formeln (30.), (31.), 


(32.) und (33.), welche sich aus-den Identitäten (16.), (14.), (12.), (10.) ge- 
winnen lassen, wenn diese bezw. nach p}®, p‘”, p\”, p}; differentiirt werden. 


3 /oP, OP, 0 (@P, _OP,\_ d LER ix 
2: ur (2 £d j )- 7n(3) = ee - :)- d px 1077 E77 » 2 )] 
p; op, op, op! P, op,’ ! op!  öp' 


oP, Dry d 


(30.) 
RL. 6) oP, oP, 





oder mit Benutzung von (27.): 


op") \op. 0Pp. 


op®)\cp, op TI0 oPp®) 








(30°.) er ” er 
( (6) % oP, 
alone BE. an) =, 
8 (öP / dar 8 /78P, op ] 
; | et} op =) Op“ Se jr 5 Tr I ) er) dt ERUle-: 39T Op“ 5) 
(31.) f 
| ‚ oP, Sc | ap, ] d? [ o°P, | > 
| tete 
oder mit Benutzung von (26*.): 
oP, o°’P, 
(31°.) ae ‚+ 30 )7 on (ons Et 
14 JER. B,oR\ ] alar OP, a]j=9 
29 \ 6) oP, oP, < oO /oP., oP, 9,4 [ * ass) a ]= 
(32.) op“ (5 op‘ 5) 2 op! ‘Op®) 59) 2 dt ETTUNETE, 5905) ee 0, 
Pe oO /oP, oP, o’P, d [ o°’P, | BR. 
(38, op! op? m Tri op; pm dt .Op,op® re 
oder 
o (OP, oP; ’w ° oP, ar er) . oP; ei) 
ur 6 2 la ge op' op; \op®) a ui op’ op Pi 
(33*.) 





3 P: er la we - 5 3] v. 


a ray, 2] 
- op, ‘op Ep®/ - dtilop® \opl  op® 


9 _° 0 5 (en A re op, _ a) 


KREIEREN REF RER 
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so 
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Aus (32.) En. mit Benutzung von (25°.): 
OP; 6 oP, oP, i 
(34.) op! (5 Satz op! (- nt Op! (a ) 0, 
so dass (33°.) in eine noch etwas einfachere Form gebracht werden kann: 


oO oP, OP, OP, oP oP; 
Op@\öp + p®) = 5) al - 3.) 


Zu53. oO [er ent 
di Ta op; Ak: 


Obwohl die soeben hergeleiteten Identitäten für unsere Zwecke nicht aus- 
reichen werden, soll deren Anzahl doch erst dann vermehrt werden, wenn 
sich die Nothwendigkeit hiervon im Laufe der folgenden Untersuchung 
herausstellen wird. 


(33). 





Wir beschäftigen uns zunächst mit den Gleichungen (7*.) und erkennen 
mit Hülfe von (19.) und (20.), dass deren rechte Seiten von den dritten 
und vierten Ableitungen der p frei sind, dass ferner nach (23.) 


ETSONETTO BE. TTE) 


L) 


d. h. dass die » Gleichungen, welchen die Function g, gleichzeitig genügen 
soll, mit einander verträglich sind. Es ergiebt sich also mit Hülfe blosser 
(uadraturen p, als Summe einer bestimmten Function von allen p sowie 
deren ersten und zweiten Differentialquotienten und einer willkürlichen 
Function von den p und deren ersten Differentialquotienten, was wir in 
folgender Weise bezeichnen wollen: 


9, = X.(p, pP, p”)+w,(p, p)). 


Dass sowohl %, als », noch explieite von der unabhägigen Variablen 
t abhängig sein können — jenachdem die P, es sind oder nicht — 
interessirt uns hier nicht und ist deshalb auch in der angewandten Bezeich- 
nung nicht zum Ausdruck gebracht worden. 


Zur Bestimmung der willkürlichen Funetionen ®, setzen wir den 
soeben gefundenen Ausdruck für Y, in die og (7°) ein: 


Ben 00, dw, 2% (oO Or Pr) = 
(“.) An op LT Wo 2) e- 3 op®) 2 


Rd (Er _ AR) 


0, [nach (20.)], 
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08 Ö 

ia A; ie i ; 
Hrn Zu - ee :0, [nach (21.)], 
2 __ pp ginn Op e- OP, 
op  op,op®  OplOp\” Bi zer Me. Op®) 


ME... nn ji Dr 9m, 
Op®\op, Op!’ ?93p® \Ap®) z 


Du , Per , OR. 


öp + Ip’ 4 Te =0 [nach (34)). 


= )- 0 [nach (25)], 


Demnach sind für die Gleichungen (7’.) die Bedingungen der Inte- 
grabilität erfüllt und folglich die Functionen %, bis auf willkürliche Fune- 
tionen der p bestimmbar. 

In ähnlicher Weise soll jetzt die Integrabilität der Gleichungen (5.), 
(9°.), (17.) und (15.) untersucht werden. 


Da die rechten Seiten der Gleichungen (5°) nach (19.) nnd (20.) 
von den dritten und vierten Differentialquotienten der p frei sind, so erhalten 


wir — unter Einführung einer ähnlichen Bezeichnung, wie sie oben für die 
p, gebraucht wurde — die » Funetionen w, zunächst in der Form 


Br 22 5,0) 2 

vw = w(Pp,P,P",p")+r.(Pp,P,Pp”), 
worin die v, willkürliche Funetionen sind; den gefundenen Ausdruck setzen 
wir in (5°.) ein und erhalten 


ov, ou, oP, dr’oP. 
Be + ee N ntd ya A, ’ 
op)  6pt ) op”) dit\op® 
X» 0) Tnach (19.) und (20. 
öp® [nach (19.) und (20.)], 
oOX o’Ww o’P o°’P ni. 
5 ETSEETTOBAME: TOT TOEFTTUETT 0 [mach (5*.) und (24*.)] 
Ferner ist 
OXx 0X, o’P, o’P, oO /oP, oP; is BY I 
a a Ba” Zapf — al — an }) = 0 [nach (23.) und (29)]. 


Somit sind auch diese Gleichungen integrabel, und wir erhalten durch 
einfache Quadraturen: 


= ep pP, P")+0(pPp), 

v = u(p, pp”, p)+e,(p, pP, p”)+0(P, pP), 
wobei die o, noch willkürliche Functionen sind, zu deren Bestimmung uns 
die Gleichungen (17.) und (15.) dienen sollen. 
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Nach (17.) ist zu setzen: 


co, o(u,+ 0) ı Zur 1(, OP, OP, -)_3 d a OP, 5, d’/ OP, N 
= — —— = —4 1% b 
op op: Far op?) " Op®/ #at\d po op“) 10 (35) 


Es ergiebt sich alsdann auf Grund der Identität (22.): 





Bu” 


Bd, _, 0 (op, a AR _o 
op "op \op Op 6] 2 ul) in 
Ebenso ist infolge von (25.) und N 
9b ___OPı_ 1, 0 (OP. , OP. (SP. öP. \ dp 
op) T opop® ° op®) op‘ Fr op”) oO re op) op op,op® 


_9 d [ o’P, ) N 
di op“ )op» PR 


Schliesslich findet man, dass 
OD. __ 6) Be N - I & | De | 8 r6P. 


op”) dt op“) wi; 2 top: '\r op“ ) 


Ep op, Op,op) 7 op 
OP, er 8 roP, OP, )] - °P 22 ( ry]-. ö°Pp, 
— op” Adı op‘ 2)\Od TE Op) Op,O p‘” Fo di co p; (ap 7; | ce p“ op‘ | 


oder mit Benutzung von (25.) und (10): 


09.3) ee 5 0 oh 0 =) - o ( oP, OP; \ o*’P, 
f — "ars! er vv . eig A r To a 
nl 2 (3) 4 / 3 (3 4 In(3 3 ) 
op” op, op; op, ‘op’ op” op, op‘ ve; Fa p.cop“ 
d | OP; | ‚0 ( oP, oP, en d I « AR. ER Pu\ ef 
2 mare) Tr da \An (2 ) +3 DNA TEE En Die 
dtlop,op\ op) ‘op op dt Lö Pi ı\op, OP op;op\* 





I 484 ei )-3 er | 
dılop, G p@/l dt NETZ 


und unter Berücksichtigung von ._ und (10.) 


oD , o fo P OP,\ oP., oP, ‚a Bofor: , AN! 
opY) “ op‘ \op', op! y: 3 pi ) (Gi a: 'p\” dtlo PN öp " op‘ / 


o°P, 5) er o°’P, ] d? | o°P. ] 


Dass dieser Ausdruck verschwindet, erkennt man unmittelbar, wenn man 
das nach £ genommene totale Differential der Gleichung (26*.) von (31.) abzieht- 

Um ferner zu zeigen, dass die » Differentialgleichungen, deren ge- 
meinsame Lösung die Function o, sein soll, mit einander verträglich sind, 
bilden wir den Ausdruck 


6) D.. ob, 0) n Og o Ei OP. N 10, 1/0 fe oOP,\ 
n J 


op, 5 op' a; p' u op' +33 op, op‘ + op9/ 2 op! 


op op‘°) 
x DER 


m 


ce (4 EL oP, )+ 1 e K. Bez oP, P) 
ap \ar lap  ) al— 78 


d o oP, oOP;\ d’ oP, 
Er Sure, en 
dtlop®\op, cp,’lI dUlop® \op! op! 
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oder mit Benutzung von (7”.) und (12.): 


OP, 6) Se a o’P, 
-47, d (5 555) + 3 op \d + erer ‚Spa 1 öp! pop ) 
d| © an, OP; d’ OP; | 
Tr 2. opi 5) - di? lan = 97) 


Differentiirt man (14.) nach p\” und zieht von der erhaltenen Identität die- 
jenige ab, welche aus ihr durch Vertauschung von ı und A hervorgeht, so 
ergiebt sich unter Berücksichtigung von (23.): 

2 (2P_ DA )_ 2 (2P_OPıy_g(_ EP: 0°P, 


oT 3) a a None ” Open 


d| o oP, OP; | | oO /0oP, oP; | 
ur a 5) +67 op®\op a 


def o ‚or, LN) ; 
+6 rm Er m 5) e 


ER 
WB 
or 

u 





oder in Verbindung mit (32.) und (25.): 





0 (OR _ 3. le WE ae Fk u 2) 
op, ‘op op op” \op, cp, op! op") op!op\” 
use ‚„a[_ 8 (3PR_ OP, )] | ö (6P, &P, | 
(36.) BE 7 Fr (5 op“) +65, es, - 35.) 
dI 0 /9P, oP,; | 
+8 Zalaylar op! ) =. 
Zieht man diese Gleichung von der folgenden, aus (12.) abgeleiteten, 
on 8 r9P. oP, N oO /0P, 5 Ye . d m oP, A OP; )| 9 
No 3 ap. \öp  8p0)” Far on, \or  ap8/1 = 


ab, so findet man, dass die linke Seite der entstehenden Relation gleich 


oP.. dD;, 


dem dreifachen des oben für Era 7 gefundenen Ausdruckes ist, und 


dass demnach auch die Integrabilititehedingungen für die Gleichungen (17.) 

00.  OPır __ 0 

op! ap‘ #7 ::7 

erfüllt sind. Wir erhalten also die » Functionen o, in der Form 

= 1,(p,P)+5.(P), 
wo die Z, willkürliche Functionen der p sind. Dabei ist zu bemerken, dass 
auch die 7, noch von denjenigen willkürlichen Funetionen der p abhängen, 
welche in die 2,, eintreten, wenn hier — wie es oben geschehen musste — 
für die , die aus den Gleichungen (7*.) und (7°) ermittelten Ausdrücke 
eingesetzt werden. Diese Functionen werden auch im Folgenden unbestimmt 
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bleiben; dagegen werden wir versuchen, über die Z, in solcher Weise zu 
verfügen, dass die für die w, gewonnenen Ausdrücke 

y= u(p,p,p”,p),+o,(p, pP, p”)+r,(p, p)+&,(p 
den Gleiehungen (15.) genügen, d. h. dass 


oc ot, ir \ o (u, ro. T,) _ Ol. 0r: +7, ! ] (? P, O PaN 
— ! nn 


Fee dp. a rear om 
id@roP, OoP,N () 
di?‘ op’) op®)/ er 
00 —1 0 [a ns) 1 _9_ (OP, 2) 0 [nach (25.)] 
4 —_ ” u . a f er Sy Er 4 N (2 n 3 7TE 2 (3 L < __ :/)h 
op! IT eopP\cp, cp op ‘op op 
00x _ ___9 (9w _ dw )+ 1 0 a OR ./B ( oP, « A) 
Sr Wen BA. A! N ) DEN DR mat &  Zal all): Did 
( pY) op‘ ING P; op, op‘ op, ( p'/ op, ‘< pP} ( p' 
| e oP —)] 
- dtlop9c p\ ( p\” 
N. (Fi OP,N Ö gi ER ME er op,‘ a, 
. InH\Z N 3 ya 4 a \ 53,03 ; 
epi9\öp,  6p/ 3 Zp| '\öp dm’ #opm\op®) Op 
df o /oP, ._ oP, nn REES 
- |; - (< | { [nach (5*.) und (25.)], 
dilop®) \Op, 0p | 
09;, 
>» = 0 [nach (30*.)]. 
5 / 
op; 
GG =r o ’ow, en, 6, @ m). PiN o ( oP, OP, \ 
op) 7 0 Op@\op. Op, ” op!) \öp op; TAE. op, op!) op‘ / 


h d | oO / oP, oP, ) | h d’ | oO ( oP, OP,N 
3 A '\3 er An (3) . { ss Zund2).\ 2) 3) | (3) / ’ 
dilop; ‘op! op! dilop\”.cop! op®)’. 


Malte oP,\ N o (2P, P: OP,\ ha 6 ’oP., 5 Ö P,\ 
.6p® ;) Op, op, J 2 gs op, op, J 4 opı\op®) op” | 


A 2 (OP m ı #2 oP, OP, )] Tg; o öP, OP, )] 
dt op” \op. Op, ” dılöp,; op Op®) + dt’ p®\öp® op@/4' 
Führen wir für die Summe der drei ersten Posten denjenigen Werth ein, 
welcher sich durch Differentiation der Gleichung (16.) nach p{” für die- 
selbe ergiebt, so erhalten wir mit Benutzung von (25.): 


0% 48 Bi; | 6) | (Den. N 1 9 [2F er a, oO /9P. L. N 
op® 3 — op) \Op, Op, op \opM cop® op) \öp. Op, 


Eu EEE LAN 
dt? -Op\® op, op, 
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Trap \öp) 








also nach (12.) 


a. 


\ 


=+4( “Pi Sa 
= 3 \5p, pi öp,öp® 


al: 
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Also 
50 [nach (33%,)]; 
di _ v Ow. ö (8P, OP, 
Op ala „)t ? Op \Op, lee ” ler, (5 256) 
_. | ° ee 
far l.öp,\OP@)  Op® 
ee [Op OP, OP; d’r oP, 
— np, löp, +3 sat) Hope am di? rare 
8 (dyı OP, OP, :Föp, 
rn 3 op, +3 ler + m) - ae 2) Op! ie :Löp®. | 
oP, 


5. I =, la; ei Et ze) - rn 1P- en ol, 


o’P; )+4 oO /OP, oP, 2) 


6) 
op”) om + 2 öpi op op! 


4 Fr (28 OP, ] d’ [ Ö u oP, )]+ Er (- OP,N )]. 
2 dtlöp, pm op) ug op; Hp Op) re op) Op? 


OÖ G,;, 


Um zu beweisen, dass De vermöge der Identitäten (9.) bis (16.) ver- 
2 


schwindet, differentiiren wir (14.) nach p}, vertauschen hierauf © und 4 und 
ziehen die so erhaltene Gleichung von der ersten ab: 





Ö 0) AN 6) OP; oP, 
op (3 pr) dm zatsa)tz op, a0 + 5000) 
df 0 foP, oP; d | o°’P, o°’P, 
(38.) dt (ap: 2 \öpi 0)  dılöp, op»  öp! a) 
d?’ OP;\ d’r © /9P, oP;\] _ 
+ ll — Er) +2 ER dp 5) v.% 


Nun folgt aus (37.) leicht mit Hülfe von (34.), dass 








O’P, Re a ARE = (8 - =) 
| op, Op! op — 709 x, = +3 Ö ei 3 
ac Lie Sa IR: (ar OP.) | 
7 op \Ö 3 dt op’ TO op® 


Ö 
(5 - ton (S- 5m) 








ö®P, ö’P, ]= 
pP,0p®  Op,Opf? 


T E ge 5 or )) dar [or (oo F m) 








Ü 
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so dass man der Gleichung (38.) folgende Gestalt geben kann: 


af 08 O’P, Ö Eu = a Al 9 (OP, 4) 
oOp.op (9 Op,op" op, op, op! di Opa N Ip, op, 


f Oo f8P, OP; .d’f 9 (OP. OP; \ 
(38°.) +6, di? el: (3 I als rla Are 3) 0p® )| 


op“ Op; © pP, 
ı9 d? | oO v8 r oP; )| 
N op \öp! 2 ( pP, 


Vertauscht man in dieser Identität z und 4, multiplieirt sie mit 4 und 


V. 





zieht sie von der nachstehenden durch Differentiation von (16.) isch p{? 
erhaltenen Gleichung 
9 oO EL Se) 2a /0P, N} A oO (a ( =) 
op@) \Op, Op, op; ” op’ dt\ dp“) \öop' Op! 
kl 3 = 1. Ö Da. N „4 | oO ( OP, Or; )] 
(39.) 2 dt op, “op ap = diLop, \op©) op). 
3 n SD pn 
1 sl o.798 | säPT 
de? Loop” \Op@)  Op®) 





ab, so ergiebt sich eine Formel, deren rechte Seite Null ist, während die 


’ - „.. 00, 2 
linke mit dem Dreifachen des für 7 gefundenen Ausdruckes überein- 
op} 

stimmt. Somit ist 
009. 
er zu 
Op} 


und um unsere Untersuchung zu vollenden, haben wir nur noch zu 
zeigen, dass die Integrabilitätsbedingungen der Gleichungen (15.) d. h. die 
Identitäten 
00. , 09a , 0Ou _ 
OP» # WjRr ehe P 
erfüllt sind. 
Zu diesem Zwecke differentiiren wir die Gleiehung (16.) nach p;: 
8 roP, OP. 9LroP OPı\ drfaL/oap HP, 
(a) ale, | 


u; Bi 5 
op, 0P, di 


Op, op, ) op, 


Ira oP,\ d’to /oP, BPEN 
v 2 di’ 5, (2 RE, ur: ar 5 dı? | ap’ ® )3) An) )| =V, 
Pi Pz P, -o h P; P, 


4 uleoe ! 
\öp' op,’ 


.— 
op, 


(40.) 





und addiren zu dieser Gleichung diejenigen beiden, welche aus ihr dureh 
18” 


We en Das 
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eyklische Vertauschung von ı, z#, 4 entstehen. Das dritte Glied fällt in der 


Summe von selbst weg, das letzte nach (34.), und es bleibt übrig 
_9 ( (OF ke 0 (OP, oP,  yiog 2 6a S oP, 
"Op, ‘op: Ip", “op,‘op! ©p%- I op,  ©p! 

4 d’ [ 8 ıoP, “ >) oO GR oP, ) oO f u =») ie 

 2dUrle p\ op‘? op“) Op, op®) op®) op, \op®) op®) Er nt 
Dies ist aber, wie man leicht sieht, gerade die Identität, welche wir suchen. 

Damit ist gezeigt, dass unter den über die P, gemachten Voraus- 
setzungen stets » Funetionen w, der p, p', p”, p“ und r» Funetionen Y, der 
p, pP, p'’ existiren, welche den partiellen Differentialgleichungen (7°), (7), 
9"), (9°.), (17) und (15.) genügen, übrigens auch die unabhängige Variable t 
enthalten, wenn diese in den P, explieite vorkommt. 

Die gesuchte Funetion H wird alsdann durch blosse Quadraturen 
aus den Gleichungen (2.), (3.) und (4.) bestimmt, deren Integrabilitäts- 
bedingungen (6.), (7.) und (8.) für die g, und w, erfüllt sind. 

Zur Existenz eines durch die Gleichungen (\.) definirten von den ersten 
und zweiten Differentialquotienten der Coordinaten p abhängigen kinetischen 
Potentials H ist es also nothwendig und hinreichend, dass die P, solche 
Functionen der p,p,p",p”, p” sind, welche die Identitäten (9.), (10.), (12.), 
14.) und (16.) befriedigen. 


Ks mag zum Schluss noch die Form der zur Existenz des all- 
gemeinsten kinetischen Potentials nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen angegeben werden. 

Die Function 7 soll also von den » ersten Differentialquotienten der 
Coordinaten abhängen und dureh die Gleichungen 

|oH d a H ”’/oH\)| > 
Ei; löp, a. au \ op, Yan ee 4) # £ 
definirt werden. Alsdann müssen die P, Funetionen der p, P,,...,pl’ sein 
und die (2v-+1) Gleichungen 


oP, t+-1i\dy/ oP, 4 
op. = \ l ) de\« ya I e: ’p, g )- 
’ RO / >y \ dr-t 7 P 
+ arg ) (9y_r/ dtv (2 Ö m u) en + 1)' == Tt) 
T=U,1,2,..2r—1,2Y) 


identisch befriedigen. Diese Relationen, gebildet für v=2, stimmen mit 
den Formeln (9.), (10.), (12.), (14.), (16.) der vorstehenden Arbeit voll- 
kommen überein. 
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Ueber die allgemeinen kinetischen Potentiale. 


(Von Herrn Leo Koenigsberger in Heidelberg. 


Bewest sich ein Punkt auf einer geraden Linie, deren Streeken von 
einem festen Anfangspunkte aus gezählt mit x bezeichnet werden mögen, 
so wird derselbe vermöge seiner Bewegung eine Kraft X ausüben, welche, 
in entgegengesetzter Richtung angebracht, der ersteren das Gleichgewicht 
halten würde, oder welche auf den Punkt nach aussen hin wirken müsste, 
damit die vorausgesetzte Bewegung in der angenommenen Weise vor sich 
sehen kann. Bei der Verrückung des Punktes um die Strecke dx soll die 
oder durch die Kraft geleistete Arbeit durch 


A,=-Xdix 


durch die Beweguı 


or 
IS 


definirt werden, wobei über die analytische Definition der von einem be- 
wegten Punkte ausgeübten Kraft nichts weiter vorausgesetzt wird. 

jewegt sich ein freier Punkt im haume, so soll die von demselben 
bei der Bewegung ausgeübte Kraft A gemessen werden dureh ihre drei 
Uomponenten X, Y, Z nach drei auf einander senkrecht stehenden Coordi- 
natenaxen, und zwar so, dass wenn der Punkt die Strecke dz beschrieben 
hat, und dx, dy, ds die Projeetionen von dz auf die drei Axen bedeuten, 
die von der Kraft K geleistete Arbeit 

Kdz = Adı+Ydy-+Zdz 

ist, und somit sind auch die Kräfte und die Arbeit definirt, welche von den 
‚eleistet wird. Ist 


Punkten eines freien in Bewegung befindlichen Systems gt 
nun das System ein unfreies, und hängen die rechtwinkligen Coordinaten 
”,, 9, 3; der Punkte desselben von «u von einander unabhängigen Parametern 
Pi, Pas +»: P„ ab, so werden, wenn Kräfte einwirken sollen, welche das 
System in einen Gleichgewichtszustand der Kräfte versetzen, solche auch 
auf die Parameter p, welche wir jetzt auch allgemein Coordinaten nennen 
wollen, einwirken, und man wird somit von Kräften P reden können, welche 


in der Richtung der Coordinaten p einwirken müssen, damit die voraus- 
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gesetzte Bewegung des Systems in der angegebenen Weise vor sich gehen 
kann, so dass damit auch die Arbeit 


Pdp 


definirt ist, welche das System bei der Bewegung nach aussen hin auf die 
Coordinate p leistet, wenn dieselbe in p+dp übergeht. Ist nun die auf die 
Veränderung der Coordinate p, gerichtete Arbeit 

A,. = P,dp,, 


Ps 

so mögen mit X;, Y;, Z, die auf die einzelnen Punkte des Systems nach 
den rechtwinkligen Coordinatenaxen wirkenden Kräfte bezeichnet werden, 
welche für die dem Incremente dp, entsprechenden Verschiebungen 

or; oy; 02; 

a, Ba 

Bu - Yassı Ps; Op; Ps 
eine solche Gesammtarbeit leisten, dass 


| 


1 e' eu nn) 
(1.) A, = P.dp, = 2x: 3n. 2! Y; 3, DE dp, 
ist. Legen wir nun einer jeden Bewegung eines Systems das Prineip zu 
Grunde, dass, wenn einem freien Systeme, auf welches die Kräfte X, Y,Z, 
wirken, beliebige Zwangsbedingungen auferlegt werden, die durch die bewegung 
bei einer Vermehrung der Coordinate p, um dp, geleistete Arbeit 


> ge yı ui ‚03; 
(Kö +Y 'Ops +21 5% )ap. 


gleich ist der Gesammtarbeit, welche das freie System leisten würde bei Wirkung 
derselben Kräfte X,, Y,, Z, und den ESS TReN. 


nn 


OL; O% 
— dD.. — hd — dp, 
Op; P; öp. Pa, OP; P: 
von 2,9%, 3, welche der Veränderung von p, und RN entsprechen, dass also 
/ yı 98 yY' oy; 0% ® i 
2 nnd) ze) 
For "op; OP; OP; 
so ergiebt sich aus (1.) und (2.): 
y. y°! 
3, pP = 2 (xy deze), 
Fe 77 OP; 


und es lässt sich demnach das eben genannte Prineip, welches zunächst 
noch ohne jede Annahme für die analytische Definition einer Kraft das 
d’Alembertsche Prineip darstellt, wenn wir als Projeetionen der in der 


EEE EEE TEEN EEE 
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Riehtung der x, y, 2; wirkenden Kräfte X, Y,, Z, auf die Richtung der 
Coordinate p, die Summe der aus diesen Grössen mit a ap, öp 


gebildeten 
Producte bezeichnen, auch dahin aussprechen, 
dass während der Dauer der Bewegung die auf die Coordinate p, 
wirkende Kraft gleich ist der Summe der Projectionen aller auf die 
Punkte des freien Systems wirkenden Kräfte nach der Richtung ron 
p, genommen. 
Um nun die allgemeine analytische Definition für die von einem 
sich bewegenden System auf die Vermehrung einer Coordinate desselben 


gerichtete Kraft oder für die geleistete Arbeit zu finden, bemerke man, 


dass dieser Ausdruck die Gleichung (1.) befriedigen muss, und dass ebenso 


die Form der Gleichung (1.) erhalten bleiben muss, wenn statt der nach 
den rechtwinkligen Axen gerichteten Krafteomponenten beliebige Kräfte 
gesetzt werden, welche auf einen willkürlichen Complex durch beliebige 
Zwangsbedingungen eingeführter Coordinaten gerichtet sind, die den augen- 
blieklichen Zustand des Systems vollständig bestimmen. Dadurch ist aber 
die allgemeine Form der analytischen Definition für die Kraft eindeutig 
bestimmt. Ist nämlich eine Function 


' N ! ! " 
Firufu +», , N3,Ta, sro ER | r r u) 


aya u) 
gegeben, in welcher r,, r,...,r, beliebige von einer Variablen # abhängige 
Grössen, und ri”, r|”, ..., r(” die nach £ genommenen «-ten Ableitungen der- 
selben bedeuten, so soll eine zu F, nach einer der Variabeln r genommene, 
adjungirte Function f eine solche genannt werden, welche aus 
OF OoF oF 


rY . ...». ur. He 
’ Or or’ Or) 


und deren nach £ genommenen totalen Differentialquotienten von beliebiger 
Ordnung zusammengesetzt ist*) und die Eigenschaft besitzt, dass, wenn 
!yfy...r, in willküärlicher Weise von « anderen von einander unabhängigen 
Grössen P,P%..„P,„ abhängig gemacht werden, wobei die Variable £ in 
diese Abhängigkeiten nicht eintritt, dieselbe Function gebildet aus 


OF OF OF 
Ps; op.’ Op?" op) 





*) Die Einführung der Function F selbst als Argument der adjungirten Function 
erweist sich vermöge des nachfolgenden Satzes als unnöthieg. 
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und den nach £ genommenen totalen Differentialquotienten dieser Grössen 
gleich ist der Summe der Projeetionen der Function f für die Variabeln 
"Pa... 7, nach der Richtung der Variabeln p, genommen, also die Be- 
ziehung besteht 


= ( gr oF doöoF dörF OF dor oF dor or 
zllafeto an? ddr? dRän’"är? Mar ör Aare") op, 
u SE 2 öF dor 
en [\Ps Ps Psy'*"; Op.’ dtöp,’ diöp, Er Op!’ di Op!’ A Op)? dt op? ze 


worin unter dem F der rechten Seite der in die Variabeln p,, 2, ..., p„ trans- 
formirte ursprüngliche Ausdruck zu verstehen ist. 

Nun habe ich gezeigt”), dass, wenn H eine beliebige Function einer 
beliebigen Anzahl von 3» Coordinaten und ihrer nach der Zeit genommenen 
Ableitungen bis zur v-ten Ordnung hin ist, ausser den als Bewegungs- 
momenten 1-ter, 2-ter, ..., v-ter Ordnung definirten Ausdrücken 


oH 
(—1)’ Er) 
et ‚d oH 
(1) (GE : Y, ED, 
‚oH 9 d oH . d’ OH in oH 


er e Cr; es —1 a 
O8 - di oe I 3 di? d&E'" + ) " dr-i SE) 


im wesentlichen für eine beliebige Anzahl von Variabeln nur eine bei Ein- 
führung beliebiger Zwangsbedingungen zu H adjungirte Funetion existirt 


oH docoH. d’oH „de oH 
o& = dt 073 = dt? oE" ne; +» 1) dir PIE 


in welcher 5 eine der Coordinaten bedeutet, so dass 


=; (- z - IH (1? 5 ort) ale 
Mr mer: 
ag E 5 
u ee n; 
*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 21. October 1897. 
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ist. Daraus folgt, 
dass die auf die Vermehrung einer Coordinate & bei der Bewegung 
des Systems gerichtete Kraft durch die analytische Definition be- 
stimmt ist 
BRUT). 2 TOERIBR S 


N» Br; ‘ . a 7) # In = um ‘ % 
os di 13 di“ o&' de dr OEL”) 





worin H zunächst noch eine völlig unbestimmte Function aller Coordinaten und 
deren Ableitungen ist. 

Um nun den Charakter der Funetion H zu bestimmen, untersuchen 
wir die von einem freien, auf der z-Axe sich bewegenden Punkte durch 
eben diese Bewegung ausgeübte Kraft 


oH doH,d’ OH EEE OR 
i MT, 
\ ’ dir 0x) 


) SER 


A= 


Oz  dteöx " dr dr" 
| worin H eine Function von z, x, 2", ..., x” ist. 
Wie man nun in der Mechanik wägbarer Massen die analytische 

Definition für die Kraft der Bedingung unterwirft, von der Zeit, dem Orte 
des sich bewegenden Punktes und dessen Geschwindigkeit nicht explieite 
abzuhängen und so zu dem Ausdrucke X = az geführt wird, soll nunmehr für 
den ganz allgemeinen Fall die analytische Definition der Kraft der Bedingung 
unterliegen, nicht explicite von &,x.x',x",..., 2” abzuhängen, und der 

| einzige dieser Bedingung genügende Ausdruck für H gesucht werden. 

Um diese Aufgabe zunächst für einen speciellen Fall » = 2 zu lösen, 
also zu zeigen, dass sich 

H= Mae,«‘) 


so bestimmen lässt. dass der Ausdruck 


| 
‚,‚ HH doH,d’cH 
(4.) X=-— — -; an 
Oz dos - di’dz 
von z, x, x" unabhängig ist, werde bemerkt, dass, weil 2” den Coefficienten 
n2 
O n . . { P} . . 4 
| 5,5 besitzt, dieser eine Constante sein, und somit H die Form haben muss 
(9.) H = fa, 2)+fi(z, )e+ax”. 

Setzt man diesen Ausdruck in (4.) ein, so fällt x’ von selbst heraus, 
und es ergeben sich als nothwendige Bedingungen dafür, dass der Ausdruck 
für X von z,«',x" frei sein soll, die beiden Gleichungen 

nr 23 2f 
6) o”f, u: 
(6.) 1 RR. RT. BT 
OT or OIOLI 
Journal für Mathematik Bd. OXXI. Heft 2. 19 





EEE SER, 
TREE TR EEE NO TEE RE 


















146 Koenigsberger, über die allgemeinen kinetischen Potentiale. 


und 
(7 N of, of, x + of, 2" ah 0 
7 O8”... Oa’02 08° TO; 


Da aber die Gleichung (7.) sich in die Form setzen lässt 


ee A 
a (n- 240 +58 =, 


so dass 
Oo nn of 2 Y pi) AN 
pn +2” = F,(z2)+zF,(«) 
Ox Or 
wird, so folgt durch Differentation nach x 
N of o°f, ! of Au ' w AN 
“(ae 2 -— = F,z)+F,(z)x 
or dt ox0x e)+F(@) 
und somit vermöge (6.) 
u 4 / y AN 
F,(<) = @, F(z)=a, 
worin a, und a, Constanten bedeuten, sodass 


WE A 
fo— n 5 + an x 220 Ad, d,X 
OT o4 


wird, und die Gleichung (6.) von selbst befriedigt ist. Es ergiebt sich somit 


dass es eine und nur eine Form der Function H von x, x, x" giebt und zwar 
N ’ ' i of, ' er m 
H= a, +ac+r2w(x)+z / „dr +fhe tar‘, 
« OX 


worin a, a, a Constanten, w(x) und f(x, x) beliebige Functionen der ein- 
geschlossenen Grössen bedeuten, für welche X von x, x, x unabhängig ist, 


und zwar wird dann die Kraft durch den Ausdruck definirt: 


X = a -+2ax 


rm 


Setzt man =a,=(), w(@)=(0, fi(z,r2)=0, so erhält man den der 
lebendigen Kraft analogen Ausdruck 
H= ax”, 
wofür die analytische Definition für die Kraft n X =2ar”" übergeht. 
Um nun die Beantwortung der ganz allgemeinen Frage anzugreifen, 
ob es für jede ganze Zahl » Functionen H von z, x, x",..., 2 giebt, für 
welche der Ausdruck 


öH döH, d: OH ‚dr OH 
73: tl) dir Or) 


[3 


f4 IN d 
\ N, N = 
% 


Or dtöx ' dor" 
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von 2, €,%,..., 2” unabhängig ist, nehme ich auf die bisherigen, von Helm- 
holtz für den Fall v=1 angeregten, Untersuchungen über die Existenz eines 
kinetischen Potentiales Bezug*), nach denen die nothwendigen und hin- 


reichenden Bedingungen dafür, dass es eine Funetion H von x, 2, €,..., 2" 
giebt, welehe der Gleichung (8.) Genüge leistet, dureh die Beziehungen 


rn. oX ‚f2+2 d’ oX 
ml - er) di \ 1 ) aan t > Pas: 


\ d’’ I / Y 


6 / 2 ) 
/ y—1ı dt’ et Oor!r) 


(9.) 





gegeben sind, welche für 


identisch zu erfüllen sind. Sei nun v eine ungerade Zahl und werde ver- 


langt, dass X von z, x, x, ..., x” unabhängig ist, so gehen die Gleichungen 
für =1,3,5,...,r, v+2, v+4,...2v—3, 2v—1l ın 

,. V \ d oX 2 + v\ d’ +1 oX j 2v % d’ rö ( X 
10.) = a if En 0), 

Jar ort) v+1/dert!oavYt”) 2» —1/ di?! Or) 
11) yete 4a\d-2 X _(@ dd 0X | a rind) SR 
—— zer+) v„—1/ de-!orlrt?) v—3’dr dcr) 

v- IX I’ - ; IX 1 > 1 . ır 5 } r 
1, tr ( »\ 2 + ( er 4 u Far X a0 
de —+ Ort) v—; 3) de? 0z2r+?) \2v—5/ di?r’5 Orr) 


AO9N v z- 1 d oOX y + 2\ d? ri X 2v\ d’ / Y 
(13.) ( ) x > J u en 2 ee] — (), 


“ 1 di or v4 1) dor" +») ‚ 


(14.) 5) oX s( 1 d oA PRrEeRn | 2v \d " (du 0, 


 Oxlbr+2 1 dt 02x” +?) \y_—2/ der? x) 

ee oX WW» ı\d-t oX 
(19.) 2 - -(*7 5 re Pa ) = VÖ 
Zaren et Lara I 


OX ya d oX Aart d’ oX ‚2v\ d’ oOX 
1 di Oz?) 2 Jar: zer) \3/dr dan) 


(16.) 2- 


u) 


*) Helmholtz, „Ueber die physikalische Bedeutung des Prineips der kleinsten Wirkung“, 
Wisenschaftliche Abhandlungen III, S. 231—237. — L. Koenigsberger, „Ueber die 
Prineipien der Mechanik“ Dieses Journal Bd. 118. — A. Mayer, „Die Existenzbedingungen 
eines kinetischen Potentials“, Berichte der Königl. Sächsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Leipzig vom 7. December 1896. — Hirsch, „Ueber eine charakteristische Eigen- 
schaft der Differentialgleichungen der Variationsrechnung“, Mathematische Annalen B. 49. 


K. Boehm, „Die Existenzbedingungen eines kinetischen Potentials höherer Ordnung“, Dieses 
Journal Bd. 121. 
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u. f oX 2v\d ©X 
(17.) NE SEE 
Orr) 1/ dı da) 
über. Differentiirt man die Gleichungen (11.), (12.) ...(13.) 2-mal, 4-mal, 
...(v—1)-mal nach £, so erhält man durch Zusammenstellung mit (10.) und 
210. . . yıe v—1 y . N) 
Elimination des ersten Gliedes 5 Gleichungen von der Form 
d»’ +1 oOX d’+? oOX d’r—1 oX wu 0 ( "BEER, 1, \ 
I pH öze+d do: der+? Io tr" rer dir 1920) Bla ai a DL, 


‘) 


. np .. . . v 
welche mit der (v+1)-mal nach £ differentiirten Gleichung (14.) wieder 
(Gleichungen von der Gestalt 


d+? 0X dr+> 8X de-ı 0X 


b,: dir +2 ocr +3) + 03 dir +3 Ortr+ 4) - a + ER div dr) Bu ( (. =], 


[wm 


e—) 
“7 


a . . v—1 ı.: i . 
liefern. Stellt man diese letzten —.— Gleichungen mit einander zusammen 


mE 3 
und eliminirt zwischen ihnen den ersten Posten, so ergeben sieh —, 
Gleichungen, welche wieder mit der (v+3)-mal nach £ differentüirten Gleichung 


= vw—öd ’ 4 
(15.) verbunden Gleiehunsen von der Form liefern: 
\ 9) oO 


d+t 0X de 0X ee 9% 


l 


v—3\ 
> r 0.0 C [4 an 223 C N ‘ () e > 1, 2,200 ‘ e 
( u dr ++ orV +5) j 09 dt?‘ H) or +b) + or - dt” ( 2 7 


j or) 
und fährt man so fort, so erhält man zwei Gleichungen der Gestalt 
ar) Tu "  ; ° "ee: 0) 
m“ : > zum 0o=|1,2 

Jov—3 div Idx2(?r-2 f Iv—. div? 92a) I—ı div —! Ir») (: I 

die mit einander zusammengestellt 
d»-? 0X se Sig 

v—: div? Orr) 7 en 


h v-ı 11 d) 
und mit der (27v—2)-mal nach £ differentiirten Gleichung (17.) verbunden 


2y—1 ar 
BET 
di?—! Oxr%r) 
liefern, so dass sich aus den successive hergeleiteten Beziehungen 
ar I RE ER 
rat en "cn tr derdatH) 
ergiebt. Wir finden somit zunächst als nothwendige Bedingungen dafür dass eine 
Function H von x, «, x, ....x”’ bestimmbar ist von der Art, dass der durch 
(8.) definirte Ausdruck von eben diesen Grössen unabhängig ist, die, dass die 
Gleichungen (13.) identisch befriedigt werden, und ganz ähnlich für gerade v. 
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EEE TEE LET" 
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od 
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en 
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Beachtet man nun, dass die erste Gleichung (18.) die höchste Ab- 
leitung von z nur in dem Gliede 
o’X 


(4v—1) 
dat) 


liefert, so folgt, da dieselbe identisch befriedigt sein soll. 
O?X 
(19.) - — (0) 


cr)? 
oder, da X von z,x',x"',..., 2’ nieht abhängen soll, 
(20.) X = f(=” ! a’ zer+d 22 "Fa hr X (2 4 1) FC 4 2). et gi‘ 1) 


und somit vermöge (18.) 
mn 


dir —! 0" 


oder da die höchste Ableitung von x wieder nur in dem Grliede 


of (4vr—?2) 
‘ > .. 1) on 
or! “3 


enthalten ist, f unabhängig von x”; dann ist aber die höchste Ableitung 
von z nur in dem Gliede 


of (4v —3) 
= 
Orr) 


enthalten, f also auch unabhängig von 2”, u. s. w., so dass sich f schliess- 
lich nothwendig als Constante ergiebt und daher X nach (20.) die Form 


annimmt 
(21.) X — a, 4 X, („rt zaırr9) vu he pr?) 
\ ” “m ® b) / u « . 
Beachtet man aber nun, dass jetzt die zweite Gleichung (18.) in 


er > © 


di? O2 


= U) 


übergeht, so wird wiederum die höchste Ableitung von z nur in dem 
Gliede 
o’X 


1 4v—3) 
I _(v—ıJ x 
OO.“ 


vorkommen und somit der Ooeffiecient verschwinden, und daher X, die Form 


annehmen müssen 
(22.) Ä, -o fi (a +», zer td Der )ıL X, (x +1). PIC N 2) er 2») 


und somit 


aaa: 3 m 


( 
di?’—* 
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sein, woraus wiederum die Unabhängigkeit von f, von 29, 2, 2) 


folgt, und sich somit 
x . a,c” D4HX,(att), tr +”, gr 2) 
und daher nach (21.) 
(23.) X|= ve?) +X,(Er +), z'” . .. pr) 


ergiebt. Schliessen wir so weiter, so folgt aus der Gleichung (18.) für X 
nothwendig die Form 


X = ae’ +02 "+... +0,_,c.t tt’ +0, 


worin Aa,@y,'d,_,, a, beliebige Constanten sind; setzt man nunmehr diesen 
Werth für X in die Gleichungen (10.) bis (13.) ein, so sind diese identisch 
befriedigt, während die Gleiehungen (14.) bis (17.) die Bedingungen 


Tayı 0 oder a4, =4,_, = =4 = Ü) 


v—| 


oX OX oX 
Ort) dat BET 
liefern, und wir finden somit als nothwendige und hinreichende Bedingung da- 
für, dass eine Function H von x, x,.--x’ bestimmbar ist von der Art, dass 
der Ausdruck 
v- 2H_doH, OH, ya H 
re O2” N dt’ 


ox dtidx Orr) 


von x,x0, x” unabhängig ist, die Form dieses Ausdruckes 
= aa + tar r+ +6,_,2r ra, 
worin A, d@,,'G,_., a, beliebige Constanten bedeuten. 
Aber es lässt sich auch unmittelbar eine dazugehörige Form für A 
finden, welche der geforderten Beziehung Genüge leistet, und zwar lautet diese 


| . + Ga) 
H = ı-1yaa + 1)a,00 DT RE TI Ener - Da, se." I+a,a; 


d 


im speciellen Falle ergiebt sich als zusammengehöriges System 


a } er 
H=(—-1) 2 207, X= ac”; 


für gerade v hat H die Form 


v > ® 
. / 1] ) PER.) ) N 7 1 Z+i 
H = 1 - 1)’ a,“ + 1a) +(- 1 "aa + sw +(- Di ee) x I+a,.. 


Fassen wir nunmehr die gewonnenen Resultate zusammen, so ergiebt 
sich das folgende 'T'heorem: 











od 


de, 
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Die allein mögliche analytische Definition für die oben durch 
das Geselz von der Uebertragung der Arbeit definirte Kraft, welche 
ein frei sich bewegender Punkt durch eben diese Bewegung ausübt, 


ist, wenn v irgend eine positive ganze Zahl bedeutet und die 





lebendige Kraft des Punktes T, je nachdem v ungerade oder gerade 


ist, durch 


rm ’ y— un ) Bu. r 2 7 —, | 
T = -H-1’aa" + (- II IH l- Ya re +l-1) a, [8 | 
oder 

pt N > us en 3 ne R )\? , \ + ) 
T = 4-1) aa +(-1) "a TH l-N aa Pr +] d,_3® ' 


definirt wird, worin a,,@,,' Constanten bedeuten, unter der Voraussetzung, 


u ) 


dass der Ausdruck für die Kraft von z,x0,r',--x’ unabhängig sein soll, 


in der Form gegeben 


“ 0: 0 or er 
A= - + => +, (1) 
or dtor dt’ ox ’ de oa 
also für ungerade oder gerade v 
A —= dd ze’ La,2” "ra," „tb ra,_, 7 
oder 
X mu a, ILag,x” AL a, v 1 ... +4, _ L 
Ä Daraus folgt nach dem Früheren unmittelbar, dass, wenn ein gewissen 
i > 


Zwangsbedingungen unterworfenes System sich bewegt, dessen unabhängige 


Coordinaten mit p,P,"'p„ bezeichnet werden sollen, die vermöge dieser 
Bewegung ausgeübte und auf die Vermehrung der Coordinate p, gerichtete 
Kraft durch den Ausdruck 
oT doT , ee ei: 
Be Zr 777. ah 5) dir op) 
eindeutig bestimmt ist, worin T den durch die Zwangsbedingungen in die 
Coordinaten p,,:'-p, umgesetzten Ausdruck für die lebendige Kraft des 


Systems 


n Y 
T = —1(-1) 3, (air gg +2 )—41(-1)’ A, x (0 ". y. 1) +20 u RR 
1 1 
„+1 v (+2) (242) (a2 
— (—-1)° a, ,S;(e, +y; tee 


l 
für ungerade v und entsprechend für gerade » bedeutet. *) 
*) Es mag an dieser Stelle bemerkt werden, dass in dem von mir im 118. Bande 
l. J. erweiterten Gaussschen Princip des kleinsten Zwanges die C'oeffieienten der Quadrate 
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Wir werden sagen, ein Kraftsystem besitzt eine Kräftefunction U, wenn 
eine solche Funetion U der Coordinaten x,9Y,2; und deren nach der Zeit 


genommenen Ableitungen bis zur v-ten Ordnung hin existirt, für welche 
die Ausdrücke 


OU dau ‚de SU 
ee 3 = de Ara dir Or)? 
oU d OU ; d’ OU 
a yet“ ae oe 
OU d OU oU 
0%; did 2, Pr“ ro 1) m 02(’) 


die nach den drei Coordinatenaxen genommenen Krafteomponenten des 
Punktes z,, y,, 2, liefern, so dass vermöge der bekannten Beziehung *), 
wenn durch beliebige Zwangsbedingungen die von einander unabhängigen 
Ooordinaten P,, Ps, ».., p, eingeführt werden, die Differentialgleichungen 


Sc „dr 87 OU _döu wo. 
Fe Op, 4 di Op! — + —(—]) der op) se Op: er Op’ ' + .+(— IT pr == 1,2,..58) 


die Bewegung beschreiben oder die Abkierigec der Coordinaten von der 
Zeit bestimmen. 

Ist die zwischen zwei Punkten wirkende Kraft A eine Function der 
Entfernung r derselben und der nach der Zeit genommenen Ableitungen bis 
zur 2r-ten Ordnung hin, so folgt offenbar aus der Beziehung 

oW do mx d’ oW oW. doW d’ OoW\Or, 

Oz dıöd«r merk: dır = Or di ör' Far kim dr Or) / dx 
und den analogen für y und z sowie aus den oben angeführten nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen (9.) für die Existenz eines kinetischen 
Potentials der nachstehende Satz: 


des Ausdruckes M (Abschnitt VI) 
o’H o*’H o°’H 
Ort?" oyı Oz) 
in gleiche Constanten übergehen, wenn die Glieder der höchsten Ableitungen in dem 
Ausdruck für H die Form haben 
Art), Ayv?, ar)", 
worin A eine Constante bedeutet, was nach dem Obigen der Fall ist, wenn H die lebendige 
Kraft des Systems darstellt. 
*) „Ueber die Prineipien der Mechanik“, Dieses Journal. Bd. 118, S. 5 
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Wirken zwischen den n Punkten eines Systems Kräfte R,,, welche von 
der Entfernung r,, des 4-ten von dem u-ten Punkte und den nach der Zeit 
genommenen Ableitungen derselben bis zur 2v-ten Ordnung hin abhängen und 


ferner den Gleichungen 


OR ,u (1 537 MR By" +- ') do Riu (? er d’ Od Rzu 
( er be ] di Orr) i. 2 di ori +" 


Ä 2» \ det OR 
7 kr (rn ören a 
für e=1,3,5,..,2r—1 identisch genügen, so besitzt das Kräftesystem eine 
Kräftefunction, und zwar wird dieselbe, wenn W,, eine Function von r,, und 
den nach t genommene Ableitungen dieser Grösse bis zur v-ten Ordnung kin 


bedeutet, welche der Gleichung 


er A a 
iu Orz di d a T ’ de Or ”) 
genügt, durch 
’q i / 
2 + W;+-+W.,.+ W.,+ + W..+ "+ 


dargestellt. 

Um nun zur Verallgemeinerung des dem Newtonschen Potential 
analogen Ausdruckes für Kräfte, welche auch von den Ableitungen der 
Entfernungen abhängen, zu gelangen, mögen die zwischen zwei Punkten 
wirkenden Kräfte untersucht werden, welche eine der Laplace-Poissonschen 
Potentialgleichung analoge Beziehung liefern. 

In den Vorlesungen *) über „Schwere, Elektrieität und Magnetismus“ 
von Riemann wird für die durch den Ausdruck 


mm r'? 
Wo 014) 
r k“/ 


definirte Kräftefunetion des Weberschen Gesetzes eine solche Verallgemeine- 
rung des Laplaceschen Satzes in bekannten Zeichen in der Form 

44W =V 
gefunden; aber abgesehen davon, dass die Ableitungen der Entfernung noth- 
wendig in die die Kräftefunetion definirende partielle Differentialgleichung 


’'» 


eintreten müssen, und ausserdem, wie aus den später entwickelten Aus- 
drücken unmittelbar ersichtlich sein wird, genau dieselbe, also nicht eine 
‘rweiterung der Poissonschen Differentialgleichung sich auch für den Fall 
ergeben würde, dass der Punkt in der nach dem Weberschen Gesetz an- 


*) S. 330. 
Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 2. 20) 
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ziehenden Masse läge, lässt sich leicht zeigen, dass die von Riemann 
gegebene Erweiterung ein zufälliges, gerade für das Webersche Gesetz zu- 


treffendes Rechnungsresultat giebt, also in keiner Weise selbst nur auf 


Kräftefunetionen erster Ordnung ausdehnbar ist. Denn sei 
) 
mm r 
W=- (14 =). 


so wird vermöge der Beziehungen 


De (5) +( (2) = | O°r L er; Ör 2 BR, er +3 or' u 
\öx u ER 02° r’ Ode Oydy 0303 
: 4 o°r as ! 
or 0° r 
or” +7 y’ ++ go —2 r?’ 


und wenn 
z"’+y”+2” aim Ph 


Cl ri Be 1 (22) e’—r” 
O® dy/ 03 ieh, 


gesetzt wird, 


oy r 
AA—1)v’r 4? Il -+V)r’ 
zw = Gert 204 


folgen und sich hieraus wiederum 


Ik- 4 r')—? 


44W = 10-1A-9QR-3)—- —210-1)@-2)0 +1 


2 


“N 
ng e 
ergeben, so dass nur für A=0 und 4=2 also nur für das Newtonsche Po- 
tential und die Webersche Kräftefunction 
d4W=V0Q 
ist. 
Sei nunmehr W — um gleich von vornherein die Fälle auszuschliessen, 
in denen dasselbe für endliche Werthe der Ableitungen der Entfernung 
unendlich gross werden kann — eine ganze Function von r',r", ---r”, in 


9 
welche r selbst beliebig eintreten mag, so wird, wenn diese Function in 
Bezug auf r" von paarem Grade 2% ist und 

0° 0° 0° } 
at + —— mit 4, 


oyP? O2) ein 
bezeichnet wird, vermöge der Beziehung 


Ö ri”) or “2 


—— 


or) Ox 


*) Vergl. „Ueber die Principien der Mechanik“ Dieses Journal Bd. 118, Abschn. I, 
Gl. (2.), wonach, wenn R eine beliebige Function ven 1, x, y,s bedeutet, 
OR  .. -(@—4+1)9Re- ah 


Ox0) 1+2..-4 dx 


ri Tue nn rn 


<< 


Eur nen 
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wie unmittelbar zu sehen, 
>W 
Bun W ro . {y\? 
or” 
in Bezug auf r”’ vom (2k—2)-ten Grade sein und somit der k-fach iterirte 
Ausdruck 
#,W= V 


die Grösse r” gar nieht mehr enthalten und zwar der Coefficient von r’" 
in W sein mit (2%)! multiplieirt. 
Ist dagegen W in Bezug auf r‘” von unpaarem Grade 2k+1, so wird 
kW — 
d,W=W, 
noch in Bezug auf r"’ vom ersten Grade sein, und wenn man sodann 


2 
- 


O 


Oy’oy 


O 


oxr)dxrr 


fr TERROR PIE Pi 


—1, vermöge der Beziehung 


bezeichnet und beachtet, dass, wenn v 


or’) or 
Tr, — V- a 
O3 4 OX 
der Ausdruck 
o’W, 
I, -1 W, . Su 


or"r)orer-) 
von r”’ unabhängig ist, so wird sich 
4 U nV 


vv—| 


(v—l 


ergeben, worin V wie oben nur noch von r, r', +++ r””" abhängt und den nach 


r’=’ genommenen partiellen Differentialquotienten des Coefficienten von 
rl mit (24+1)! multiplieirt darstellt; für den Fall v»=1 wird aus 
NW = WM, 


wie leicht zu sehen, 
o’W, 20W, 
Orör ' r Or 


4, W, nn 


und somit wieder 
KR, W = V 


folgen, worin VY nur noch von r abhängt, und wenn in W der Üoefficient 
von r"*! g(r) war, den Werth 


A 2 
+1)! (Wr)+g@)) 
hat. 
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Da man jetzt auf die Functionen V, welche nur noch r, r', + -r=» 
enthalten, dieselben Schlüsse anwenden kann, so folgt zunächst, dass, wie 


zur Bildung der obigen Gleichungen für V nur diejenigen Glieder in W 


in Betracht kommen, welche die höchste Potenz von r"? enthalten, für die 
Fortsetzung des Verfahrens unter diesen Gliedern wieder nur diejenigen von 
Sinfluss sein werden, welche die höchste Potenz von r””” enthalten u. s. w., 
und dass man somit durch Wiederholung des Verfahrens, wenn der allein 
in Betracht kommende Posten in W mit 


Arge mr mr r®r'®gp(r) 


bezeichnet wird, worin A eine Uonstante bedeutet, schliesslich von einer 
nachher anzugebenden Constanten abgesehen, entweder auf 


p(r) oder auf u. 24 pr ) 


oeführt wird, deren gemeinsame Form wir durch 
{ oO 


IN pl) 


darstellen können, wenn &=0 oder 1 ist. Da aber endlich für jede 
Funetion V von r 

2 7 
o’V 20V 
I V ug; f 
or? r Ö r 
ist, also 


Ir), 2 | _. O’t&g(r) 2 0 "9e) 2 O!t&üg(r) 
I | r „ga 77* Orte pr r Or: + _Ör!t - 


wird, so erhalten wir die nachfolgende Ausdehnung der für eine Funetion 
V,, welche nur von r abhängt, bekannten Transformation des Ausdruckes IV, 


o"V, 0° o’V, o°’V 200 
at7 te + 


Or’ 8 IT rör 
Ist W eine in den Grössen r', r',...., r‘'”’ ganze Function, in welche r 
selbst beliebig eintreten kann, und greift man denjenigen Posten 


er) -r—1, v—2)0y—2 pp) 
Ar” ’plv yr v ( 2. I} 


nn pr) 
. y. un . u . 
heraus, welcher die Eigenschaft hat, dass r‘’’ ” die höchste in W vorkommende 
Potenz von r"”) ist, r "="! die höchste Potenz von r""»”, die mit r””” ver- 


hunden vorkommt, r"""” * die höchste Potenz von r"” ist, welche mit 


t 





)@ 





re 


wor: 
soda 


odeı 
gele 
vers 


sen 


odeı 


som 


und 


nacı 
W, 


Üoe 


[ 


die 
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, 4) Ey u. vJ' 
re FT! Verbunden vorkommt u. s.w., und welcher das höchste Glied von 
W genannt werden soll, so seize man 

a, = 2h,+s,, 
0,18, = 2k,,t+8,-1; 
u. rum — 2k, „+ €, ER. 


—& — 2h,+E, 

4,—& = 2h+te, 
worin die Grössen &, &, ...,&, die Zahlen O0 oder 1 bedeuten, und es wird 
sodann die der obigen Gleichung analoge Transformation die Form annehmen 


e kı eg 4ka e,—1 k k,_1 ey P k, 14 
IonSwFn Sa In... I.m-4, Band n 
22 N 9 922 l o , N 
u ! ! ‚J o+&g(r) 2 O°y(r) 2 o'+t&ıp(r)] 
= Aa,!üa,_1!:... 09. @,! er“ + 8&, 2 4- | . 
; | ort ZU. r Orte ) 


Um nun die Differentialgleichung der Kräftefunction einer endlichen 
oder unendlichen Anzahl von Üentren für einen ausserhalb der Massen 
gelegenen Punkt zu erhalten, müsste die rechte Seite der obigen Gleichung 
verschwinden und daher g(r) einer der beiden Differentialgleichungen 


genügen 
I), 2) _ g 
or“ si 5 

oder 


öl) LTE) | g 


or ri) or® 


somit die Form haben 
GW)=Ü+e oder (= ;+or+ 
y(r) = der yo()=z+ter+e.. 
f r 1 f pr} l 2 


und wir finden somit, 

dass die erweiterte Laplacesche Gleichung für alle von r und dessen 
nach t genommenen Ableitungen bis zur v-ten Ordnung hin abhängigen Functionen 
W, die ganze Functionen dieser Ableitungen sind und deren höchstes Glied den 
Coefficienten hat 


C C 
„te oder st er+o, 


die Form annimmt 


€ 


kı &2 jka 4er --1 k,_ 1 Ey AN: En 
AynAy Aı Ar Se ... AI „4, Rd Fr PP. A a ), 


v—-iv—?2 
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Nennt man nunmehr für eine. Kraft 
! n Iy 

Ror, tr, WE AM, 
welche von der Entfernung und deren nach der Zeit genommenen Ableitungen 
bis zur 2v-ten Ordnung hin 8 und welche die Gleichungen 
oR N +1 D T+2\d’ OR 
te yet De ee 
Or! 4 1 di 4a +1) 2 di” Ort?) 


+ D°(, 


2>2v d’-T OR 
ER u 


di’! Orr) 
identisch befriedigt, die Kräftefunction W, welche der Gleichung genügt 


oW doW d’ oW 


a. KIN un 
Rot...) = - Zar tt - DV 55 


ein Potential, wenn diese von r und deren v Ableitungen abhängige Function 
als höchstes Glied — im oben angegebenen Sinne — einen Ausdruck von 
der Form 


)%r „ol) rl „as 'a C 
1 ) ERS, Allee Se 5 +6, 


oder 
lie a ee ar (Z, +er+ 6.) 
hat, je nachdem die durch die Gleichungen 


0,= 2k, + €,, ER ed 2k,_+%,-1 .. hrb=- 2k,+8,, G—,= 2k,+8 


in welchen die Grössen & die Zahlen O oder 1 bedeuten, bestimmte Grösse 
Em - + —+ +1) "ae, (mod.2) 
den Werth O0 oder 1 hat, so lautet die erweiterte Laplacesche Gleichung für 


das allgemeine Potential 


Ind 4, de de N Az „Mu, MW = 


Die Kräftefunetion des Weberschen Gesetzes 


r _ mm, ® ’ 
(14 =) 
hat als höchstes Glied 


mm, r'? 


ke r ’ 


und dv=1 «=2, also A, =1 und 4=( ist, die verlangte Form, und 
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ist somit ein Potential im angegebenen Sinne, das der partiellen Differential- 
gleichung 

InA, W= 0 
Genüge leistet. 

Um nun zu zeigen, wie man für jedes gegebene Anziehungsgesetz 
auch die Erweiterung der Poissonschen Differentialgleiehung für einen inner- 
halb der wirkenden Massen gelegenen Punkt ermitteln kann, beschränke 
ich mich auf Potentiale, welche nur von der Entfernung und deren erster 
Ableitung nach der Zeit abhängen und somit, wenn wir die Masse des an- 
sezogenen Punktes der Einheit gleich setzen und die Masse des anziehenden 
Punktes als multiplieatorische Constante annehmen, die Form haben 


(24.) W = mar) +p (er +) ++ Nr", 
worin, je nachdem 4 = 2 oder = 22-+1 ist, 


C 


c \ f 
p;,(r) — r + C,. Pou+ı(F) — >: + Cr C; 


ist, und für welche die in Bezug auf einen ausserhalb gelegenen Punkt 
eültigen Laplaceschen Gleichungen bestehen 


A, W=0 oder ,mMI,W =0. 


Nach bekannten Prineipien genügt es, um die erweiterte Poissonsche 
Differentialgleichung zu ermitteln, das Potential einer homogenen Vollkugel 
auf einen innerhalb derselben gelegenen Punkt zu berechnen, und ich be- 
handle‘ desshalb zunächst die etwas allgemeinere Aufgabe: das Potential 
einer in concentrischen Schichten homogenen und in ihren Massenelementen 
nach dem Potential (24.) wirkenden Hohlkugel auf einen ausserhalb oder inner- 
halb derselben gelegenen Punkt zu berechnen. 


Legt man den Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems 
in den Mittelpunkt der Hohlkugel, deren innere und äussere Radien mit 
R, und R, bezeichnet werden mögen, die Z-Axe durch den angezogenen 
Punkt und die YZ-Ebene durch die in dem betrachteten Momente der Grösse 
und Riehtung nach gegebene Geschwindigkeit desselben, so wird, wenn die 
Componenten derselben mit x’, y', 32 bezeichnet werden, 


x =0, v"=y"+3" 


sein. Bezeichnet man ferner die Coordinaten der Hohlkugel mit a,b, ec und 
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sei r die Entfernung des angezogenen Punktes von einem Punkte des Ringes, 
so folgt aus 


"= (@-a)'+y-b)'+ 6-0); 
worin 2=0, y=0 zu setzen ist, durch Differentiation nach £ mit Bei- 
behaltung der Coordinaten a, b, c 

rr = (z-a)e +y—b)y+(3—-c)z 
oder für den angezogenen Punkt, der durch e=0, y=0, «€ =0 charak- 
terisirt ist, 
rr = —by—c»+23. 

Führt man für die Coordinaten der Hohlkugel Polarcoordinaten ein, 

so ist in bekannter Bezeichnung 
= o8inJdsingy, b = osinF#cosg, = 00084, 

und es geht die obige Beziehung in 


2 1 ‚ 0c0s4 ‚ osiNnFcosy 
(25.) ’=35 ——3- . 
\ Y r r 


über; es wird somit, da das wesentlich positive r durch 


(26.) r = V3°+0°— 2030084 
definirt ist, das Potential der Hohlkugel, deren in eoncentrischen Schichten 
constante, also nur mit oe variirende Dichtigkeit mit o bezeichnet werden 


soll, bei Berücksichtigung von (24.), (25.) und (26.) durch den Ausdruck 
vergeben sein 


u. R, [a fin 4 ud (V2’+0°—203c089 | | 
" = / / / opsindE; at bzo ) (33'_3'00089—y'osindcosy) dydsdo. 
R, 9 v (2’+0°—203c0s#)’ 
Legen wir zur Ausführung des Integrales der Einfachheit wegen das 
Webersche Potential zu Grunde, für welches 
Eee 1 | | 1 
ı=%, Yu(r) = gt pr) = Ö, pr (r)= ker 
ist, so ergiebt sich nach Ausführung der Integration für 


— 00’sinFdI do. 


ne "Ryan ge’sinddade m j"Rı (7 2(23'-3'0c0s4)’+y ’o’sin’d 
27.) W=a/ f — er [fr een 

J k 2,2 $ 

2 3; (3’+0°-202c0sÜ#) 


« « 2 g c ı 
E06 @’+0’-205c083)" 


Bezeiehnen wir nun die nachfolgenden nach der Variabeln 9 zwischen 
den Grenzen 0 und z genommenen Integrale © für einen ausserhalb der 





do. 


do. 
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Hohlkugel gelegenen Punkt mit 9,, für einen innerhalb des Hohlraumes ge- 
legenen Punkt mit ©;, so ist, wie leicht zu sehen. 


e ” sin#d9 3 > 
für = / ei OO = ——, 0,= : 
0 (2°+4-0°— 202008 $)’ r 0 
a « 4 fr ü 
“ sın$dd ) | ) ) 
für = / ei ) — 2 9, = 
f (3°+0°— 202008 #)’ a u A u 
& dm sin$cos#d% Io I 
für 9 = / —. OO, =. x; 4. Er 
0 (3° + 0°— 2093005 ıF)” a a a o\0 —:3 
. Ku sin Icos’Ftdr = 2 Lu > o?+ I 2° 
für () Su / E. () BE em 5 n 2 ) I % - 
0 (2’+0°— 203c0s#)° u 2 op 


und bezeichnet man auch die entsprechenden Potentialwerthe mit W, und W.,, 
so ergiebt das Einsetzen dieser Integralwerthe in den Ausdruck (27.) durch 
eine einfache hechnung, wenn die Integrale der gebrochenen rationalen 


do 


Funetionen von o sämmtlich auf / -, redueirt werden und die Gesammt- 


— 0° 


” 


masse der Hohlkugel mit M bezeichnet wird, 


"ae 77 AuE Tr), 


= 


(la And [m , 
W.=M| + ) — / 00°do 
und 


+) 


L 4n, fr 
W.=4n / oodo+ ep / oodo. 


Hat somit der ausserhalb der Hohlkugel, welche in concentrischen 
Schichten von constanter Dichtigkeit ist, gelegene Punkt die Entfernung I vom 
Mittelpunkte der Kugel, besitzt derselbe die Geschwindigkeit e und ist I die Pro- 


jection von v auf die Richtung von !, so ist der Werth der Potentiale durch 


die Ausdrücke gegeben: 


R /] ’\  Andl’—e’ /(H 
(N — )J | er 00° ( 
28.) n.Mite)e J ei 
und 
(29.) W=4n ("oe do-+ .. v fü 00do: 
\ t . 5 N 3k“ . % 5 
die Potentiale hängen somit — wie schon aus der Symmetrie ersichtlich — 


nur von der Entfernung des angezogenen Punktes vom Mittelpunkte, von der 
(Grösse der Geschwindigkeit desselben und von der Richtung der letzteren gegen 
die Verbindungslinie mit dem Mittelpunkte ab. 
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Der erste Posten des Potentials W, ist nichts anderes als der Werth 
des Weberschen Potentials der im Mittelpunkt vereinigten Masse des Kugel- 
ringes, und es ist dies auch der esammtwerth des Potentials, wenn vo’ = 3/” 
oder wenn der Winkel, den die Geschwindigkeit mit der nach dem Mittel- 
punkt geführten Verbindungslinie macht, 54° 44 ist. 

Ferner ist unmittelbar ersichtlich, dass das Potential für einen im inneren 
Hohlraum gelegenen Punkt unabhängig ist von der Lage des Punktes und der 
Richtung der Geschwindigkeit und somit die Form hat 

W, = a+bev,, 
worin a und b Constanten sind. 

Liegt der Punkt in dem concentrischen Kugelringe selbst, dann möge 
das Potential mit W,, bezeichnet werden, und der Werth desselben wird, 
wenn man die Entfernung des Punktes vom Mittelpunkte der Kugel wieder 
mit Z/ bezeichnet und das Potential aus dem W, der zu /! und R, und dem 


a 


W;, der zu R, und / gehörigen Kugelschalen zusammensetzt*), durch 





| 1 PN Andal’—v? rı 5, 
W„=Anlzt m) def so'do 
(30.) m z. R 
®R tt , fR 
+4n / opdo+ 5,30 / 00do 
j BR’. 
l l 


gegeben sein. 
Dass die Potentiale W, und W, in (28.) und (29.) der erweiterten Laplace- 
schen Differentialgleichung Genüge leisten, ist unmittelbar ersichtlich, da 


02? MU 36 I’ 


= he 0'do 


( W, 2M x 4n Gl -- 2r'l “KR, m *d o’W, >M x? Inrbr’— 2° »R 
-- — r u ve i une J . 
Or 34, 3k® I’ N; gap, di 


Ro R, 
also 
2M 
I =, 
11 W, kA 
und 
oW, 8n ,„ pR 0’W,;, 8n £fR 
>33 00do —g = on ood« 
ef ode az Tode 
R, R, 
*) Die zu diesem Schlusse nöthige Aunahme der Endlichkeit und Stetigkeit des 
Potentials 


» 1 r'? 

Sam + 15) 
ür den ganzen unendlichen Raum und für endliche Werthe von r’, also auch für den 
Fall, dass der Punkt in die Masse selbst eintritt, ergiebt sich wie beim Newtonschen 
Potential durch Einführung von Polarcoordinaten unmittelbar. 
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also 
Sr 


an 
R 


s R 
/ 00do 


4,W 


und somit 
4, 41,W, = Ay AnW, = 0 
ist. 

Untersuchen wir nun das Potential einer homogenen Vollkugel auf 
einen Punkt im Innern derselben, welches nach (30.) die Form annimmt 
W. = 2no(R-)+ rer + ER re 

B 15% 3k Ih 
worin R der Radius der Kugel, o die constante Dichtigkeit und / die Ent- 
fernung des angezogenen Punktes vom Mittelpunkte bedeutet, so wird sich aus 


oW 16037 ‚, ARE an AR 
=— = —— Wz+—- HKzc—- —-[( x, 
OX 15%k°  5K” >k’ 
o’W . l6bor „. Anco. Arno, 
ae + er R’— _ a U 
OX 15% 3k° Dk° 
zunächst 
s AR. AM zn 
 v‚=4,W._=-——; f+— ER 
3k‘ k 
ergeben, und da 
ol Son o’J Son 
me En An 
or ,k“ or" hi 
ist, 
SJT 
InIh W_ > — NE O 
folgen *). 


Benutzt man das eben gefundene Resultat, indem man in bekannter 
Weise, wenn der angezogene Punkt in der Masse selbst liegt, denselben 
mit einer unendlich kleinen, als homogen anzunehmenden Kugel umgeben 
ausscheidet, so ergiebt sich als erweiterte Laplace-Poissonsche Differential- 
gleichung für das durch den Ausdruck 

m pr 
W= "(1+”,) 
r k” 

*) Zur Begründung der oben in Betreff der Riemannschen Erweiterung der 

Laplaceschen Gleichung gemachten Bemerkung ist hervorzuheben, dass aus 


IN, Isei Spuren 
nn >, Pe wi A “A „. 
"„. = 2rr0\ R 3,1 Er Te R'ı ee lv”, 
wie leicht zu sehen 
o’\ 
Au W = 1no(1 + ; = 2 
A ) BIN 
also 
AwAu W = 0 


folgen würde, also nicht eine Erweiterung der Poissonschen Gleichung. 
2." 
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definirte Webersche Potential die Gleichung 


S 70 
Aydı W=— 2: 9ı 


worin 0 die Dichtigkeit der anziehenden Masse an der Stelle bedeutet, an 
welcher sich der angezogene Punkt befindet. 

Aus den oben entwickelten Potentialausdrücken wird man nun die 
Bewegung eines Punktes herleiten können, der von den Massenelementen 
eines in concentrischen Schichten homogenen Kugelringes nach dem 
Weberschen Gesetze angezogen wird und sich ausserhalb des Ringes oder 
innerhalb des Hohlraumes befindet. 

Die früher von mir gegebene Erweiterung des Prineips der Flächen*) 
habe ich später**) auch auf den Fall ausgedehnt, in welchem eine 
Trennung der actuellen und potentiellen Energie nicht vorausgesetzt ist, 
und, wenn ich, wie es für das Folgende nur nöthig ist, annehme, dass das 
System keinen Bedingungen unterworfen ist und äussere Kräfte nicht ein- 
wirken, den folgenden Satz gefunden: 

Wenn ein kinetisches Potential 

= fit, R., Ro, "Ras Ro, RU”, Ro®, +), 
worin R,, R,,' beliebige stetige Functionen der nach t genommenen «-ten 
Ableitungen der Coordinaten &,, Yı, 31," %,, Y,, 2. sind, eine Function von t, 
R,, Ru, R., RR, R, 
und deren nach t genommenen Ableitungen darstellt, welche den Bedingungen 
unterliegen 


nA ar 5 | j 
Sy” Ever Be *) ui REN E:. N), 
1 ; 7 


so erhält man als Integral der Bewegungsgleichungen die Differentialgleichung 
(2v— Dip Ordnung: 
. a1 Apr OR dei, oO R En 
a) [74 ıf or 4) n: 


u K oH d OH d-= OH 


SE  % dıöR! , ae der-e © Ro, 0) 


und ce eine Integrationsconstante kadaieh 


Ist daher ein Punkt einem kinetischen Potentiale erster Ordnung von 
der Form unterworfen 
= ff, R,R,--R,R,, —R), 


*) „Ueber die Prineipien der Mechanik“ Dieses Journal Bd. 118 Abschn. VII. 
*") „Ueber das erweiterte Prineip der Erhaltung der Flächen“, Sitzungsberichte 
Berl. Akad. vom 17. Februar 1898. 


der 
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worin 

R — "+y”+2” . 2 
und die Funetionen R,,R;,,-- von @,y,z den Bedingungen unterliegen 
OR, OR OR, oR, 


€ 4 g E € € 
— a NER her .—(), nn — —!ı1 —=N(), LI — — ZZ — —=(), 
y Or oy 6 oy Yr O3 " Ör 
so gelten für die drei Coordinatenebenen die erweiterten Flächensätze: 
10H 10H 10H Ä | 
31.) -— (ya -ıay)=C, (249 —yz) = 0, (23 —ır) = (,. 
81.) =, we -ay)=C, 5, (@y -y2)= u )=6; 


Seinun das auf einen beweglichen Punkt ausgeübte kinetische Potential 


f(r,r, v‘) 
worin 
"=e+y-+z, e=r+y’+z,, 
so werden die Bedingungsgleic hungen 
or or or or or or 


? -t— =() zz 41 — =) 2——3 -() 
risk 2,95; ar 


identisch erfüllt sein, und somit die drei Flächensätze bestehen, zu denen, 
da H die Zeit nicht explieite enthalten sollte, noch das Prineip von der 
Erhaltung der lebendigen Kraft*) hinzutritt, welches die Form hat 


‚oH ‚oH 2 A _ 
Has Von 
oder da 
‚OH * oH x’ a H xr' 
nu oe vo "Or Fr’ 
ist, 
oH ‚cH 
(32. H—-0o—-—-r —=h. 


r or 


Mit Einführung von a RE 


c = rsind cosy, y=rsin®sing, 3 = re0s9 
liefern die Gleichungen Be wenn 
1 oH 10H 
=H,( v), ‚az=hılr, ı 
v 00 r' Ar 15 


gesetzt wird, die ee 
H,(r,r ,V\r + r’I°’+risin’9g”)r’sin’Ip' = C, 


f ‘ ' ı) „2 1% vr > DE Be ! . I\ v 
33.) H, (rr, Ir Hr I 4Hr sin Ip )r (singF +sinFeosFcospp') = ( 


’® 





H,(r,r ,Vr+r9°4-rsin’ Ip" )r’(cosp9 +sin$cosIsingp) = C, 


während die Gleichung (32.) in 

(34) ) Her, r,Vr +94 sin) (Hr Hr sin) 

Ur, Ir +Hr Hr sn Ip" )—rHr,r Ver Hr Hr sin’) = 
übergeht. 


*) Vergl. „Ueber die Prineipien der Mechanik“. Dieses Journal Bd. 118, Abschn. V. 
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Nun folgt aber aus den beiden ersten Gleichungen (33.), wenn 
C, 
co —K gesetzt wird, 
l 


" Baunna ER 
sing 1. + 5in 90089 cos = Ksin’9 


oder wenn K, eine Integrationsconstante bedeutet, 


(35.) cotg9 = K,sinpg+Kecosy, 

so dass sich aus der ersten Gleichung (33.) und (35.) ergiebt: 
2 2 Ip\® C ’ 
(36.) si” (I) = — —  — U ____——_ f14(K,sing+Reosp))], 
h ) 5 r* H: (r,r',Yr®+r?9°?+r?sin’d al ve f p)') 


. 14 2 0° . R 
87.) (—)=- — —— ———— — [Ksing—K,cosp]’ 
R ) ( 21) r'H‘(r, rs r'? + r?’g'? r?sin?$ m p 1 p] 


und hieraus 

rg un. 
r* H?(r, r', Yr?+r?(8"°?+sin’9g'’)) 

Da nun die letztere Gleichung 9°+sin’9y” als Function von r und 
r liefert, so ergiebt sich aus der Gleichung der lebendigen Kraft (34.) eine 
Beziehung zwischen r und r und daher vermöge (35.) und (37.) auch 9 als 
eine (uadratur in £, und 


(38.) I” +8in?Ip? = 


es ist somit die Integration aller Bewegungsgleichungen, welchen ein 
kinetisches Potential erster Ordnung zu Grunde liegt, das nur von der Ent- 
fernung des beweglichen Punktes von einem festen Punkte, deren nach der 
Zeit genommenen Ableitung und der Geschwindigkeit desselben abhängt, stets 
auf einfache aus dem kinetischen Potential zusammengesetzte Quadraturen 
zurückführbar. 

Wenden wir nunmehr diese Resultate auf das oben gestellte Problem 
von der Anziehung eines Kugelringes nach dem Weberschen Gesetze an, 
so wird, wenn zur Abkürzung 


4n ("og*ag = N 


R, 
gesetzt wird, nach (28.) das kinetische Potential 4= —-T—W, die Form 
annehmen 
2 a, 1 r'? N 3r?’—v? 
itehre. 2 -H(, + + 3 or 
und daher 
10H 2N 1 
et ae FT 
1cH >2M1 2N 1 
H, = ern + iz 
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sein, so dass die Gleichung (34.) für die Erhaltung der lebendigen Kraft 
3 1 ie N v’—3r" 
In?_ Ei se Ei 
(39.) 7 n(, 3) + 


= Äh 
u. 
lautet, während die Gleichung (38.), wenn mit r multiplieirt und r auf 


beiden Seiten addirt wird, in 


z„ — GU+R'HR)r 
(40.) FE 


3k’ 
übergeht. Setzt man nun den Werth von e’ aus (40.) in (59.) ein, so 
ergiebt sich 


m ai 74 2M 4 N 
EM 2N „3 5 rn ._ \ 
Ä ee 3) (0? E, ms 
i+c = | == dr 
J rY2(r+ 513) M+hr)—C(+K?+K?)r? 
und aus (37.) 
» 2M 4N 
Ü rt — 
sınyadJ ‘ k? >h 
an I TEN I ua 
e IA En ( ‚Jsın“ RE: f 3 zZ )(2(r ZN, ıhr\ _f'?2/ ‚3, 273\„2 
I Mr+ za) (2(r+3:) Man -GCHK HN): 


wodurch alle Bestimmungsstücke auf Quadraturen zurückgeführt sind. 

Was endlich die Bewegung eines im Hohlraum befindlichen Punktes 
betrifft, so ist das Potential des Kugelringes auf einen Punkt im Innern, 
wenn 

“R, 
An / oodo = A 
r R 
sesetzt wird, 


m" 
W, = All+,,;) 
Ih“ 
und es gehen somit die Bewegungsgleichungen 
d’ze 8W;, döWw, 


d’- öz dide' 
und die beiden analogen in 
n . 24 „ ve ZAn „" 2 
Pe 0: mt ©. .,: 


An 
K’” 

über, woraus 2’ =(0, y'=(0, #'’=(0 folgt; wir finden somit, dass sich ein 
Punkt innerhalb des Hohlraumes eines Kugelringes, dessen Massenelemente 
denselben nach dem Weberschen Gesetze anziehen, in gerader Linie mit 
constanter Geschwindigkeit bewegt. 












Ueber projective Substitutionen, die einen Kreis 
ungeändert lassen. 


(Von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenburg.) 


I. seiner Arbeit „Sur les groupes fuchsiens* (Acta Mathematica 
Bd. I, S. 1) hat Herr Poincare auf den Zusammenhang hingewiesen, der 
zwischen den projeetiven Substitutionen 


die einen realen Kreis in sich selbst transformiren, und der nicht-euklidischen 
Geometrie besteht*). Es sei gestattet, diesen Zusammenhang hier von einem 
neuen und etwas allgemeineren Gesichtspunkte aus zu betrachten, indem 
direet eine Beziehung zwischen projeetiven Substitutionen, die einen Kreis 
ungeändert lassen, und der Geometrie auf einer Fläche von constantem 
Krümmungsmaasse hergestellt wird. 
I. 

Wir betrachten in der Ebene der complexen Variabeln 77 einen 
Kreis O0 mit realem, imaginärem oder verschwindendem Radius, dessen 
(leiehung wir in der Form 

(1.) (1) n—-m)—e = 0 

schreiben wollen, wo, wie auch stets im Folgenden, die zu einer complexen 


Grösse a conjugirte complexe Grösse durch a bezeichnet wird; und wo e 


eine reale Grösse bedeutet, die =0 sein kann. 
Die Gesammtheit aller Substitutionen 
ae Mer di 
N -.11= Ze ad Py=1, 


die den Kreis O in sich selbst transformiren, bildet offenbar eine Gruppe, 
und zwar eine algebraische Untergruppe der projecetiven Gruppe, die von 
zwei Parametern abhängt, da die Bedingung, dass der Kreis O bei einer 


*) Vergl. Klein, Mathem. Annalen, Bd. 14, S. 111ff. 
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Substitution A ungeändert bleiben soll, eine algebraische Beziehung zwischen 
den Coeffieientenverhältnissen der Substitution A festsetzt. Um diese Be- 
ziehung aufzustellen, setzen wir in die Gleichung von O an Stelle von r, 
die Grösse 7 ein; wir erhalten dann nach Multiplieation mit 
(n+d)(yn+d) = \yn+0l’ 
die Gleichung 
en+P—n,(yn+O)’—eiyn+od = 0, 
die mit der Gleichung (1.) übereinstimmen muss. 
Setzen wir 


nr a Ri 0a 2 DE» —. a ad Bi u Rn 
Sen many, PA=Prnmlee- M-nyY, Yız=yı Iı=dHtı 
so 18t 
I ar -— 
ad,—PıYı — T- 
und es muss 
pP \ Pa 14 ed .) f - "m \ u far co „| x A <o \ 
0\o 6) ni es | P}) st [?ı) e(yıC+0, W ‚S+0,) 


sein, wo g einen von & unabhängigen Factor bedeutet. Wir erhalten also 
die Gleichungen 


DD = 0,0,—C07,7 

= her), 

0 = A -cey.d.. 
—(c( = 3,1 e0,d,, 


woraus sich, wenn ce von Null verschieden ist, entweder 


4=—d,. = —-c/, o=-—1 
oder 
=, = cY o= ] 
ergiebt, so dass also im ersten Falle 
(I.) mon) -e= -yn+I In —n’—e). 
im zweiten Falle 
AL, ne = n+dßtl—n]-e) 


sein muss. Wir bezeichnen*) die Substitution An, jenachdem für dieselbe 
die Gleichung (I.) oder (1I.) erfüllt wird, als negative beziehungsweise positive. 

Für negative Werthe von e involvirt die Gleichung (I.) einen Wider- 
spruch; im Falle eines imaginären Kreises O sind also alle projectiven Sub- 
stitulionen, die diesen Kreis ungeändert lassen, positive, 


*) Vgl. Ritter, Mathem. Annalen Bd. XLI., S. 25. 
g 
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Für positive Werthe von ec, d.h. im Falle eines realen Kreises O 
mit nicht verschwindendem Radius haben die positiven Substitutionen offen- 
bar die Eigenschaft, dass sie Punkte, die innerhalb von O liegen, wieder in 
Punkte innerhalb, und Punkte, die ausserhalb von O liegen, in Punkte 
ausserhalb verwandeln, während durch eine negative Substitution Punkte 
im Innern von O in Punkte ausserhalb und umgekehrt übergeführt werden. 

Für ce=0 wollen wir uns den Punkt 7, ins Unendliche verlegt 
denken; dann haben die Substitutionen A, die diesen Punkt ungeändert 
lassen, die Form 

n„ =An=an-+p. 
Wenn |e|= 1 ist, so haben wir |dr/| = |dn|; die Substitution A ist in diesem 
Falle eine Verschiebung, indem jede Figur der n-Ebene durch A in eine 
ihr congruente Figur verwandelt wird. Wenn je] #1 ist, so verwandelt die 
Substitution A jede Figur der n-Ebene in eine ihr ähnliche. 

In den Fällen, wo e#+0 ist, zeigen die Substitutionen A ein den 
Verschiebungen analoges Verhalten. Wir beschränken uns im Falle e>0 
auf die Betrachtung positiver Substitutionen A, handeln also für c+(0 nur 
von Substitutionen A, die die Gleichung (1l.) befriedigen. Für einen 
gegebenen Kreis O0 bildet die Gesammtheit dieser Substitutionen offenbar 
eine Gruppe. 

Aus 

dv’ l 


_ Ri => - 

di, (yn+0)° 
ergiebt sich 

dı' 1 


(UL) di, nz yn-+6d" 


wir erhalten also mit Rücksicht auf (II.) 


'dn' dn 


d.h. der Differentialausdruck 


(IV.) ni 


Be, >06 
ist eine bei allen Substitutionen A, die die Gleichung (ll.) befriedigen. 
unveränderliche Grösse, also eine Invariante, der von diesen Substitutionen 
gebildeten Gruppe. 

Wenn e=0 ist, so ist der Differentialausdruck (IV.) nur für diejenigen 
Substitutionen, die den Punkt n, ungeändert, lassen invariant, die den Ver- 








Schlesinger, über projective Substitutionen. 171 


schiebungen im Falle 7,= ® entsprechen. Diese sind aber offenbar nichts 
anderes wie die parabolischen und elliptischen Substitutionen mit dem 
Doppelpunkte n,, und für diese ist in der That die Gleichung (II.) erfüllt. 

Der Differentialausdruck (IV.) spielt also allgemein bei von Null 
verschiedenem ce für alle positiven Substitutionen A, bei verschwindendem e 
für die parabolischen und elliptischen unter diesen Substitutionen eine ähn- 
liche Rolle wie der Ausdruck |dn]| für die Verschiebungen der n-Ebene. Da 
nun |dn] das Linienelement einer Curve der n-Ebene darstellt, so wollen 
wir jetzt allgemein den Differentialausdruck (IV.) als das Linienelement eine 
Curve auf einer noch zu bestimmenden Fläche auffassen und auf diesen Aus- 
druck die von Gauss in den „Disquisitiones eirca superfieies ceurvas“ be- 
eründeten Methoden anwenden. 


11. 
Wir spalten die complexen Grössen n und n, in ihre realen und 
imaginären Theile 
n=p+gi, = m-+ni, 
wodurch die Gleichung des Kreises O die Form annimmt: 
ah p-m)+(g-n)—ce=(. 


Es soll dann 


t4dn Ydp’-+dao’ 
Be == = \ a . 
n—n,"—ch” [(p—m)’+(g—n)’— ce)’ 


' j 


04 s 
als das Quadrat des Linienelementes auf einer Fläche gelten, auf der wir 
uns p,g als krummlinige Coordinaten denken. Die Gaussschen Fundamental- 
srössen E, F, G@, lauten dann für unsere Fläche 


4 3 
E=-( =: - = - F=V0. 


Im) In) 0 


das Gausssche Krümmungsmaass, welches nach Art. 19 der „Disquisitiones“ 
für E=@G, F=0 durch die Formel 


K = , 2e[() 4237 |- > p[° E ‚ ©EN\] 


2 \op/ cq aE \öp’ = g‘/) 
vegeben wird, besitzt also den Werth 
K=-.ec, 
d.h. unsere Fläche hat die constante Krümmung —e und ist demnach, wenn e 
negativ ist, auf eine Kugel vom Radius 7 „, wenn © verschwindet auf 


I)r 


0 
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eine Ebene abwieckelbar*). Ferner ist die Fläche, wenn wir p,g als 
rechtwinklige Coordinaten der n-Ebene deuten, conform auf die n-Ebene 


abgebildet, da ja das Linienelement ds dem Linienelemente |dn] der Ebene 
proportional ist. 


Für eine rectifieirbare Curve C auf der Fläche ist die Bogenlänge 


zwischen zweien ihrer Punkte (p,, 9), (P:, 9) durch das längs C genommene 
Integral 


AN an, A. ZZ. er 
Bi (pP —m)’+(g—n)’— c]’ 
dargestellt. Für ein nicht negatives e hat diese Länge stets einen end- 
lichen Werth, wenn kein Punkt der Curve die Gleichung (1*.) befriedigt. 
Für negatives ce kann diese Gleichung für kein reales Werthsystem (p, gq) 
befriedigt werden, d. h. die Curvenlänge besitzt stets einen endlichen Werth. 
Bestimmen wir nunmehr die geodaetischen Linien auf unserer Fläche. 
Aus den Formeln des art. 18 der „Disquisitiones“ ergiebt sich die Differential- 
gleichung der geodaetischen Linien in der Form 

1995 oF oE _0G 2 , 96 dq\ E q\ 

ur; op 4 ' op ai ög \dp . 

dq oE „OEdq ‚(ef 7 96G\(dgV , „dag 
F+ r * =— — (): 
( +y,® ) op Ta dp Hu“ 2 au tfg: | ’ 


also lautet dieselbe für unsere Fläche 


(p—m)' +(g—n)' -|7, 1_2%(p- m) (52) +2(g- (2 dp 


- 2(p-m)“I 42(g—n) = (. 
dp 
Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ergiebt sich leicht in 
der Form 
(2.) alp—m)’+(g—-n)+c]+2b(p—m)+2c(g—n) = 
wo die a,b,c Integrationsconstanten bedeuten. Wenn wir diese real wählen, 
so ist die entsprechende geodaetische Linie für nicht positive Werthe von e 
stets real, da für e—0 stets 


*) Vergl. Darboux, Theorie des surfaces, T. HI (1894), pag. 4161. 
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ist. Dagegen sind für ein positives e nur diejenigen geodaetischen Linien 
real, für welche 
b’+c—-a’c>0 
ist. Die Gleichung (2.) stellt in der „-Ebene einen Kreis dar, und da 
offenbar 
(p—my+(g—n)+ce = U, 
p-m =U\, 
a—n = V 
Kreise beziehungsweise gerade Linien sind, die den Kreis O unter rechtem 
Winkel schneiden, so liefert*) die Gleichung (2.) alle Kreise, die von dem 
Kreise O senkrecht geschnitten werden. 
Nehmen wir den Punkt (m,n) als Anfangspunkt eines geodaetischen 
Polarcoordinatensystems auf der Fläche, so ist für die durch diesen Punkt 
hindurchgehenden geodaetischen Linien a=0, d. h. ihre Gleichung lautet 


(3.) b(p—m)+e(g—n) = V, 
und da die Abbildung der Fläche auf die n-Ebene eine winkeltreue ist, so 
ist der Neigungswinkel 9 der Curve (3.) zu der Curve g=n durch die 
Formel 
y = aretg( — 
gegeben. Für die von 
constante geodaetische Länge r ist 


(2,9) 
r=/ 


(m, n) [pP — m)? + (q FE n)’— c)’ 


(m, n) aus auf einer der Curven (3.) gemessene 


dp’ +dgq’ 


oder wenn wir 
p—m = 0C08g, g—n = osing 
setzen und beachten, dass y längs einer Curve (3.) constant ist: 


r=+t f‘ Li MB 
J’ 0’—c 


0) 


Für ein negatives c setzen wir k=1-—-e>(, dann ist 


e do 2 
== > \ _ — arctg 


Eu) 


0 
*) Vergl. Hesse, Vorlesungen aus der analyt. Geometrie der geraden Linie etc. 


III. Aufl. (1881), 8. 214#. 
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d.h. es ist für jeden Punkt (p, g) der n-Ebene der entsprechende Werth 
von r real und endlich. 


Für ein positives ce nehmen wir k= Ve >0 und z. B. 


”Qo d Er 
TR RB DER 
0 


k’—.o? k > k—o’ 


dann ist r nur für diejenigen Punkte real, die der Ungleichung oe <- %k oder 
(D-m’+g-n)’<e 
Genüge leisten; das heisst: 
nur den Punkten der n-Ebene, die innerhalb des Kreises O liegen, 


entsprechen reale Flächenpunkte; für die Punkte der Peripherie von O ist 
r unendlich gross. 


Der Uebergang zu den sogenannten Beltramischen Coordinaten*) wird 
vermittelt durch die Formeln: 
ein _2(p— m) ig 2(g—n) RIES 
p—m)Hg—n)+ec" pm)’ +(g—n)+e' 
die Gleichung der geodaetischen Linien verwandelt sich in 
a+bi+tceu=0, 


in der Ebene, wo A, « rechtwinkelige Coordinaten bedeuten, entsprechen 
also den geodaetischen Öurven gerade Linien. Für (p-m)’+(g—n)'—ce=V ist 





Wu = 


Eine projeetive Substitution An, die die Gleichung (Il.) befriedigt, 
entspricht auf der Fläche dem Uebergange von einem Punkte (p,g) zu dem 
Punkte (p', q)), wo 

p+gi=en=4An 
ist. Da An das Linienelement ds der Fläche ungeändert lässt, so durch- 
läuft der Punkt (p', q’), wenn (p,g) eine Curve auf der Fläche beschreibt, 
eine Curve von derselben Länge. Daraus folgt also, dass der projectiven 
Substitution An, die die Gleichung (II.) befriedigt, eine Transformation 
unserer Fläche in sich selbst entspricht, bei der jede Figur in eine ihr 
eongruente Figur verwandelt wird. Dass entsprechende Flächenstücke 
gleichen Inhalt haben, lässt sich leicht auch direct verifieiren, indem das 


*) Giornale di Matem. Bd. VII (1866); Annales de l’Ecole Normale, Bd. VI (1869), 


S. 256 und 357. 


An 
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Flächenelement, welches nach art. 17 der Gaussschen „Disquisitiones* durch 
die Formel 
dpdgV\EG—F', 
also in unserem Falle durch 
4dpdg 
(pm) +(g—n)—ch 
gegeben wird, mit 
4dp'dg' I (ir op’ og yn-+6ö'dpdg 
(pP—m)’+l—n)’—c” 
übereinstimmt, wie man mit Rücksieht auf die Gleichungen 


op og og op/ikp—m)’+(g—n)’—c/' 


op' og op og 
op 0q oq op’ 
dn' op , .Og' 
dr, ... p . p 
sofort erkennt. 
Wir sehen also, dass die Fläche vom eonstanten Krümmungsmaasse 
—c im allgemeinen Falle für die Substitutionen A, die der Gleichung (11.) 
genügen, dasselbe Verhalten zeigt, wie die gewöhnliche 7-Ebene im Falle 


GB == 0), 7 = (3 


u 
für die Verschiebungen. Nun gilt aber nach den von Herrn Beltrami auf- 
gestellten Sätzen auf der Fläche vom constanten Krümmungsmaasse —e die 
(zeometrie von Lobatscheffskij und J. Bolyai, die gewöhnliche Euklidische 
(zeometrie oder die sogenannte Riemannsche Geometrie, je nachdem e positiv, 
sleich Nu!l, oder negativ ist; wir können also in Uebertragung der Verhält- 
nisse, die für die Fläche gelten, auf die 7-Ebene den folgenden Satz aus- 
sprechen, der den Satz von Herrn Poincare*) als besonderen Fall in sich 
begreift. 

Betrachtet man in der n-Ebene einen Kreis 0, und kommt überein, 
die Punkte von O als die „unendlich fernen Punkte“, die Kreise, die O unter 
rechtem Winkel schneiden, als „gerade Linien“, den Ausdruck 

WR... 
« Br N, 4 


71 


— ( 


als die „Länge“ einer zwischen ,, 7, erstreckten Curve, den Ausdruck 


- 


a /y; | 12) 


No EC 





*) Acta Mathematica Bd. I, S. 8, vergl. S. 201#f. 
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wo das Integral über eine geschlossene Figur erstreckt ist, als den „Inhalt“ 
dieser Figur aufzufassen und dem Worte Winkel seine gewöhnliche Be- 
deutung zu belassen, so gelten je nachdem 


e>d,:..e=d TR 


ist, die Sätze der Geometrie von Lobatscheffskij-Bolyai, Euklid, Riemann, und 
Figuren, die durch Anwendung einer projectiven Substitution, die der 
Gleichung (1I.) genügt, aus einander hervorgehen, sind im Sinne der be- 
treffenden Geometrie einander congruent. 


























Ueber vertauschbare lineare Substitutionen. 


(Von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenburg.) 


Seien 
A=(e,) B=Wb,) Gk=1,2,...%) 
zwei lineare homogene Substitutionen, die hinter einander auf die » Grössen 
YsYay...4, angewandt, ein von der Reihenfolge unabhängiges Ergebniss 
liefern, 
AB[y,) = BA lyı), 
dann ist bekanntlich 


\ 


(1.) Za,b,, — =D, d,, (k, h — 5 2, oo. n). 


s=1 il 
und man sagt von den Substitutionen A, B, sie seien mit einander ver- 
tauschbar*). Wenn A mit B vertauschbar ist, so ist auch jede positive 
oder negative Potenz von A mit jeder positiven oder negativen Potenz 
von B vertauschbar**); setzen wir also 


(2.) 4’ = (al), B" = (b\f? ie 12,5 
so folgen aus den Gleichungen (1.) für jedes Paar positiver oder negativer 
sanzer Zahlen A, « die Gleichungen 


n n 
(3.) Zah) = E62 a“ (kim 1,2,...,0). 


=] m ii 


Betrachten wir einen Factor 


(4.) Lo) = hertl_@!+... +6, 
der zu der Substitution A gehörigen Fundamentalgleichung 
(ö.) F(w) = la, — 0,0] = 0 iu L2..0), 


= ee „el 


AK 


Y 


*) Frobenius, dieses Journal, Bd. 84, S. 5. 
**)\ Frobenius, a. a. 0. 


Journal für Mathematik Bd. UXXI. Heft 3. 











178 Schlesinger, über vertauschbare lineare Substitutionen. 


dann liefern*) die Lösungen des Gleichungssystems 


(6.) Lad Ha + Hd), — () (k=1,2,...n) 
h=1 
die Coeffieienten derjenigen linearen Combination der [y,] 
u — SYyı+ S:Y: 4 wer r SYn; 
die der Relation 
(7.) L,Au+l,_, Aut: + L,u Bu 0 


Genüge leistet, wo A’u dasjenige bedeutet, was aus « wird, wenn auf die 
[y,] die Substitution A" angewandt wird. Sei das Gleichungssystem (6.) vom 
Range »—r und 


- \ m/f u \ 
(iv) ir) ir) RE 
>| 4 > “ ..., Sn vald.t?t) 


ein System linear unabhängiger Lösungen desselben. 


Wir bilden die Ausdrücke 


/QAN 15) £0r) — Di ) 
(9.) 2b Ss I = LAREN 


kh==1 
dann ist zufolge der Gleichungen (3.): 


N 
— (1) v — 5) Pr , 
La’ + Hd) EURE 
k a 


z gps j\ k \ (73 e(yr) 
.. >> > (hal; bi’ 2 nah + Du bi; 5, 


kr 
_ yıd) S/ 7 \ Bu 
— DZc, all ++ AR OTSY, A VÖ, 
k h 


d.h. die Ausdrücke (8.) sind für jeden ganzzahligen Werth von 5 ebenfalls 
Lösungen des Gleichungssystems (6.). Wir können folglich ein System 
von z' UGonstanten c,, so bestimmen, dass, insbesondere, 


n T 
x Bir) ir. \ Su _19 
bus) a —C,, >k e vo 1) 
h=1l nl 
IL ı ar A 


ist. Aus diesen Gleichungen ergiebt sich aber sofort 


n nn . ae Ze ( velhlent, 
(9.) zur = =c,, EiM (a); 
h=1 En B=1,2,3,... 
wo ec‘) die Elemente der Substitution 
(e,„)” D.u=h%..nt) 


bedeuten. 
Betrachten wir nun die zu der Substitution (e,,) gehörige Fundamental- 
gleichung 


Ic. ee PR w = U) (na=1,2,...?T) 


*) Vergl. dieses Journal Bd. 114, S. 150. 
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und denken uns dieselbe nach Potenzen von » entwickelt 
(10.) (N w'+y,_0"+.. +4, = (0, 
so ist*) 
(-VY ei, tr? ++ Yu, > 0 end) 
und wir haben demnach zufolge der Gleichungen (9.) 
(11.) Zr K- 1 EDHL Et td 0. 


=] 
vza1)l20.03?% Bee), 2... 


Nach einem Satze, den ich in meiner Arbeit**) bewiesen habe, folgt 
hieraus, dass die Gleichung (10.) mit der zu der Substitution B gehörigen 
Fundamentalgleichung 

(12.) 


gewisse Wurzeln gemein haben müsse, und wenn 


bu 0,,W =U h,k= 1,2... 


ı 


o—1 ı ) r- 
. pp Qu ( < % 1) 


(13.) ‚0 +C,_,W 
den grössten gemeinsamen Theiler der linken Seiten der Gleichungen 
(10.), (12.) bedeutet, so ist nach einem anderen Satze der gedachten 
Arbeity) das Gleichungssystem 


n 


en =:,(e,bi +0-1b ++ 0,0 = U) 


0—1 h}. 
h=1 
ee 1,2, 


mit dem Gleichungssysteme 


n 
IE (NUDE + = 0 


h 1 


(k= 1,2,..,*) 
aequivalent. Das letztere Gleichungssystem ist aber, da es nach (11.) die 
Lösungssysteme 
(15.) ee Rn. F=1,2..,7) 

besitzt, höchstens vom Range »—r, folglich ist auch das Gleichungssystem 
(14.) höchstens vom Range »—r und wird ebenfalls durch die Systeme 
15.) befriedigt. Wir haben also den allgemeinen Satz: 

Bedeuten 





*) Dieses Journal Bd. 114, S. 146. 
**) Ebenda S. 148. 
7) Ebenda S. 147, 149. 
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diejenigen linearunabhängigen linearen Combinationen der |y,|, die der Re- 
lation (7.) Genüge leisten, so befriedigen diese Ausdrücke auch die Relation 


(16.) c,B’u+c,_,B"u+ +0, u = 0 0<e<n, 
falls die Substitution B mit A vertauschbar ist. 
Il. 


Sei nun insbesondere w, eine Wurzel der zu B gehörigen Fundamental- 
gleichung (12.) Nr. I, für welche der Theiler (13.) Nr. I der linken Seite 
dieser Gleichung verschwindet, dann ist also w, auch eine Lösung der 
Gleichung (10.) Nr. I Die Gleichungen 


T 


=(c,„—0,,0)N, = 0) (u=1,2,...7) 


v=1 
sind demnach auflösbar; sei ,,..., ein Lösungssystem derselben. Da 
nach (9.) Nr. I 


T n 7 1 

any x Be „—. eu 
zn,2b,8, —— —1,—C,,Si ı) 
v=lı=1 ‚—=i ul 

und offenbar auch 

T n 7 T 

S,. Be) „— '’ . Su 
=n,20,,50 — 2n,20,, 5 
‚m =] yml sej 


ist, so ergiebt sich 


n 1 I 
=(b, 2 Or @,) zn, m . zii) =(c,, En Ö,. w,) Pan V, 
f ; 


A==1 v7] u= 


d. h. die Ausdrücke 


IE 25 Ben n) 


bilden ein simultanes Lösungssystem der Gleichungen (6.) Nr. Il und der 
Gleichungen 


n 
N i- 
=(b,—-w, Or) S, = , 
hl 


Das Aggregat 
# “ nd « 
(1.) Zy, Zn, 
1 


= v=|1 


multiplieirt sich also mit ®,, wenn die [y,] die Substitution B erleiden. 

Nehmen wir nunmehr A=1, d. h. betrachten wir den zu einer 
Wurzel ®, der Fundamentalgleichung von A gehörigen Linearfactor w—w,, 
so haben die Ausdrücke 


n 
zur y, F=1,2,...7) 
zen 1 ni 


In 


. 
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die Eigenschaft sich mit ®, zu multiplieiren, wenn die [y,] die Substitution 
A erleiden, der Ausdruck (1.) multiplieirt sich also sowohl bei Anwendung 
von A als auch bei Anwendung von B nur mit einer Constanten*). 


Seien ©,@,...,©, die von einander verschiedenen Wurzeln der zu 


A gehörigen, ©,@,...,@, 


B gehörigen Fundamentalgleichung, sei ferner n—r, der Rang des Systems 


die von einander verschiedenen Wurzeln der zu 


(a,— 0, WW, (.=1,2..., v), 
(Hkzmi,R..,0) 


n—r, der Rang des Systems 


\ ! 
(by, —0,,@,) (a I, se 
(k,km= 1,2... n) 


Wenn dann jede der Zahlen 7,,r, gleich derjenigen Zahl ist, die die Viel- 
fachheit der betreffenden Wurzel ®,w, angiebt, so kann man n lineare 
homogene Functionen der [y,] aufstellen, die sich sowohl bei Anwendung 
von A als auch bei Anwendung von B auf die [y,] nur mit Constanten 
multiplieiren**) d. h. mit anderen Worten, es lässt sich eine lineare Sub- 
stitution angeben, die die Substitutionen A, B simultan in Diagonalsysteme 
transformirt. Dieser Fall tritt also insbesondere dann ein, wenn die 
Fundamentalgleichungen von A, B je » von einander verschiedene Wurzeln 
haben. 

Man kann aber auch in dem allgemeinsten Falle eine Substitution 
finden, die die Substitutionen A, B simultan in eine gewisse canonische Form 
transformirt. Wählen wir nämlich den Theiler Z(w) der linken Seite der 


zu A gehörigen Fundamentalgleichung der Reihe nach gleich 

(w—w,)'® (a=1,2,...7), 
wo 4, den Grad der Vielfachheit angiebt, zu welchem die Wurzel », in 
der Fundamentalgleichung enthalten ist, so erhalten wir, wie in meiner 
Arbeitf) gezeigt ist, » lineare Combinationen der [y;], die bei Anwendung 
von A auf die [y,] eine Substitution erfahren, welche als canonische Form 


von A aufzufassen ist. Diese » linearen Combinationen befriedigen aber 
dann auch Relationen von der Form (16.) Nr. I, und wir können folglich 
lineare Combinationen derselben so einrichten, dass diese letzteren bei An- 
wendung von B auf die |y,] eine Substitution erfahren, die als canonische 


*) Vergl. Picard, dieses Journal, Bd. 90, S. 287. 
**) Vergl. Floquet, Comptes Rendus, T. 98, S. 39. 
T) Dieses Journal, Bd. 114, S. 153ff. 
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Form von B aufgefasst werden kann. Es können also » lineare Com- 
binationen der [y,] so gefunden werden, dass dieselben in Gruppen zer- 
fallen; jede solche Gruppe gehört zu einem Wurzelpaare der Fundamental- 
gleichungen von A und B, und die Elemente einer Gruppe verwandeln 
sich sowohl bei Anwendung von A als auch bei Anwendung von B auf 
die [y,| nur in lineare homogene Combinationen ihrer selbst, so zwar, 
dass, wenn 
(2.) LPE ZPEE 77? 

eine solche Gruppe bilden, die zu dem Wurzelpaare w,, w, der Fundamental- 
gleichungen von A, B gehört 


73, | Av, = 040,490 4 + rd, 
He Be, = Pudıt+ Pet ++ Prrdr 


wird, wo 


I 
l 


> MR = (WW) 


22 00 a 
-. 


Pa 


- 


(4.) 


l 
I 


[| u 
Ui | 
ist, und wo ferner zufolge der Vertauschbarkeit der Substitutionen A, B 
zwischen den «;., P; die Relationen 


0 Oo 
- - 


00 
u‘ 


oder, da für >k, a, =0, Pu = ist, 


. 0 f —p k=34...0 
(5.) =ußi = Dun h= Enieg 
i=h+1 i=h+1 
bestehen *). 
Ill. 


Sei E ein dreifach zusammenhängender Bereich einer über der 
Ebene der complexen Variabeln z ausgebreiteten Riemannschen Fläche AR, 
der durch die Querschnitte a, b in einen einfach zusammenhängenden E 
zerschnitten wird. Wir betrachten eine lineare homogene Differential- 
gleichung 

r —1 
en nz tt py ='0, 


dx" 


deren Üoeffieienten rationale Funetionen des Ortes in der Riemannschen 
Fläche R sind und für welche ein Fundamentalsystem von Integralen [y,] 


*) Vergl. A. Hirsch, Schriften der physik.-ökonomischen Gesellschaft in Königs- 
berg, XXXIII (1892), $ II, Gln. (11.), (12.) 
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innerhalb E eindeutig ist, und die mit einander vertauschbaren Substitutionen 
A, Berfährt, wenn = die Querschnitte a,b im positiven Sinne überschreitet. 

Bilden wir dann die in der vorigen Nummer charakterisirten n 
linearen Combinationen der [y,], die in Gruppen von der Art wie (2.) voriger 
Nummer zerfallen, so können wir diese als das zu dem Bereiche E gehörige 
canonische Fundamentalsystem der Differentialgleichung (1.) auffassen. Für 
das zu einem singulären Punkte oder, wie man sich auch ausdrücken kann, 
zu einem zweifach zusammenhängenden Bereiche gehörige eanonische 
Fundamentalsystem kann man, wie Herr Fuchs*) gezeigt hat, analytische 
Ausdrücke aufstellen, die ausser Functionen, deren logarithmische Ableitungen 
in diesem Bereiche eindeutig sind, nur noch einen Logarithmus enthalten. 
Ebenso kann man für das zu dem dreifach zusammenhängenden Bereiche 
E gehörige Fundamentalsystem analytische Ausdrücke aufstellen, wenn man 
zwei Functionen Z,.Z, zu Hülfe nimmt, die in der Umgebung jeder Stelle 
von E regulär sind und von denen die eine, etwa Z,. beim Ueberschreiten 
des Querschnittes «a ungeändert bleibt und sich beim Ueberschreiten des 
(Juerschnittes 5 um die Einheit vermehrt, während die andere Z, beim 
Ueberschreiten von a den Zuwachs Eins erfährt und beim Ueberschreiten 
von b ungeändert bleibt. Bezeichnen wir für eine Funetion V dasjenige, 
was aus V wird, wenn die unabhängige Variable e die Querschnitte a 
bezw. b überschreitet, durch AV bezw. BY und setzen kurz 

AV-V = (A-VF, 
BV-V = (B-I)JV, 
so ist also für die Funetionen Z,. Z;: 
(A-D)Z, =0. (B-D)Z, =1, 
(A-DZ,=1, (B-)Z=0. 

Casorati hat**) die von Herrn Fuchs gegebene analytische Dar- 
stellung der Elemente des zu einem zweifach zusammenhängenden Bereiche 
gehörigen Fundamentalsystems in äusserst eleganter Weise hergeleitet, indem 
er die sogenannte Differenzenrechnung in Anwendung brachte. Wir wollen 
für den dreifach zusammenhängenden Bereich E ein analoges Verfahren 
der 


einschlagen, indem wir eine, wie es scheint, neue Verallgemeineruı 


10° 


*) Dieses Journal, Bd. 66, S. 135 ff. 
**“) Annali di Matematica Ser. 2, T. 10, S. 10—43. 
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Differenzenrechnung anwenden, die man wohl als Rechnung mit partiellen 
Differenzen bezeichnen könnte. 
Wir setzen 
ZZ’ = Z(Z,—-1)...(Z,—-k+1), 
ZP = Z,Z,—1)...Z3—k+1); 
dann ist offenbar 
(A-N)ZP =0, (B- DZ = kZU), 
(A- DZ = kZE), (B-N)ZP =0. 
Betrachten wir nun einen Ausdruck von der Form 


F(Z,2Z,) = 914 +9» 2+91Z+9r A A4+Yp3Z° + tyuZV 
+ HI ZHt +2, 
wo die 9, Functionen von x bedeuten, die innerhalb Z eindeutig sind oder, 
was dasselbe heisst, bei den Operationen A, B ungeändert bleiben, und 
nennen F(Z,,Z,) kurz einen Ausdruck k-ten Grades in den Z,,Z,, so wird 
(A—-1)F(Z,Z,) = F;(Z,, 2Z,) 
aus F(Z,,Z,) nach derselben Regel gebildet, wie der partielle Differential- 
quotient von F(Z,,Z,) nach Z, zu bilden wäre, wenn an Stelle von ZP, Zi 
die Potenzen Z}, Z} ständen, und ebenso entspricht die Bildungsweise von 
(B-1)F(Z,2.) = Fı(Z,, 2.) 
der Bildung des partiellen Differentialquotienten nach Z.. 

Die F,(Z, Z,), F,(Z,,Z,) sind demnach Ausdrücke (k—1)-ten Grades 
in den Z, Z,, aber nicht beliebige Ausdrücke dieses Grades, denn es 
stimmen gewisse Üoefficienten in den F,, F, mit einander überein; dieser 
specielle Charakter lässt sich am einfachsten durch die Gleichung 


(A-1)F,(Z, Z) = (B-1)F.(Z,, 2.) 
darstellen. Hat man umgekehrt zwei Ausdrücke (k—1)-ten Grades in 
den Z, 2; 
a2, 2), Gl, 2), 

und ist für dieselben die Gleichung 

(A-1)@,(Z, 2.) = (B-1)G;(Z,, Z,), 
(die wir vom Standpunkte der Differenzenrechnung als Integrabilitätsbedingung 
bezeichnen können) erfüllt, so lassen die beiden simultanen partiellen Differenzen- 
gleichungen 
(A-1)6(Z, 2) = @(Z, Z.), 
(B-1N)6(Z.Z, = G,(Z. 2.) 
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eine Auflösung zu, und @(Z,, Z,) ergiebt sich als Ausdruck %k-ten Grades 
in den Z,, Z,, der, wenn man zo Z® durch Zi, Zi ersetzt, zu partiellen Ab- 
leitungen nach Z,, Z, die Ausdrücke besitzt, die aus @, @, durch dieselbe 
Vertauschung hervorgehen, und der noch eine additive willkürliche Funetion 
enthält, die ebenso wie die Coeffieienten von @, @, bei den Operationen 
A, B ungeändert bleibt. 


IV. 
Das erste Element », der Gruppe (2.) Nr. II befriedigt die Gleichungen 


(1.) Av, =w0d,, Bo=w,,, 


die logarithmische Ableitung von o, ist also innerhalb E eindeutig; wir 
erhalten demnach für den Quotienten von ®, durch e, 


a [0 


A-)=, (B-Da=-i, 
1 


() Ö, (), 


und als Lösung dieser simultanen Differenzengleichungen 


‘ ne Br B P.ı 7 
(2.) v s. Zu 0), 2: $. w, bi; 


wo @, eine bei den Operationen A, B unveränderliche, also innerhalb E 
eindeutige Funetion bedeutet. Für das dritte Element ®, der Gruppe 


/ 0. 0,, © 
A— Hi +2 
Vu ),d, 
D. ‚ ß.., d, 
arg Eu 32 e 
\ / v, o), + o', v, 


und vermöge der Gleichungen (5.) Nr. II besteht die Relation 
(3.) 33/3, —_. P3202: 
4 . %e» D, * . . .. 
Setzen wir für -* den gefundenen Werth ein, so ergeben sich die 


v, 


beiden simultanen Differenzengleichungen 


' v. &. &., 0..B,, ET 
A-—]) ER ERBE u A +22 2, 
v, (), x O0, W, 
D, 0. 
Ba = 2 24 Ban Z, 4 Ant zZ, 
\ R- „ (),@, 


für welche vermöge der Relation Äas die ETRRTSTTERNDIENE erfüllt 
sind. Wir finden demnach 
ü 


0} pP, FB ı 770 
4 ei + ur PieR 4%" 2 P: zZ, +1 1 P;; DL 2ı zu 2) _ı Pas II at ze», 


V 0) 4 (), w, “ da 


wo auch g;, eine innerhalb E A EL bedeutet. 
Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 3. 24 
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In dieser Weise weiter schliessend, ergiebt sich endlich für . die 
Darstellung | 

®, 

v, 
wo F,_, eine ganze Function von höchstens (o—1)-tem Grade in den Z,, Z: 
mit innerhalb E eindeutigen Coeffieienten bedeutet. Damit ist der analytische 
Uharakter der Integrale der Differentialgleichung (1.) Nr. III innerhalb E 
vollständig festgelegt. 


= F,_,(Z,, 2), 


Wenn die Coefficienten von (1.) Nr. Ill rationale Funetionen von x und 


s = Y1-z’)(1- ke’) 

sind und E die Riemannsche Fläche bedeutet, welche die Verzweigung von s 
darstellt, wenn ferner die Integrale von (1.) Nr. 1 in der Umgebung jeder Stelle 
der Riemannschen Fläche E den Charakter von rationalen Functionen be- 
sitzen, so sind*) die Substitutionen A, B stets mit einander vertauschbar, 
und die abgeleiteten Sätze und Formeln liefern die auf die sogenannten 
Picardschen Difterentialgleichungen bezüglichen bekannten Resultate. Nament- 
lich ergiebt sich, wenn man die Z,, Z, gleich geeignet normirten Integralen 
zweiter Gattung wählt, die von Herrn Floquet**) angegebene Darstellung 
der Integrale, und auch die von Herrn Stenbergy) entwickelten Relationen 
zwischen den Coeffiecienten der Potenzen von Z,, Z, treten bei der von uns 
gewählten Art der Herleitung unmittelbar in Evidenzfr). 

Sei für die zu Beginn der Nr. Ill eingeführte Riemannsche Fläche AR 
die Zahl p grösser als Eins, und mögen die Integrale der Differential- 
gleichung (1.) Nr. III in der Umgebung jeder Stelle von R den Charakter 
rationaler Functionen besitzen, mögen ferner die Substitutionen, die ein 
Fundamentsystem [y,) erfährt, wenn z die 2p Querschnitte a,, db, (k=1,2...,p) 
überschreitet, die R in eine einfach zusammenhängende Fläche R ver- 
wandeln, mit einander vertauschbar sein, so kann man ebenso wie im Falle 
p=1 die in diese Notiz entwickelten Methoden zum Studium der Integrale 
verwenden. Wir behalten uns vor, auf dieses Problem bei späterer Gelegen- 
heit ausführlich einzugehen und bemerken nur noch, dass man die Bedin- 


*) Vergl. Picard, Traite d’Analyse Bd. III (1896), S. 405. 
**) Uomptes Rendus, T. 95 (1884), S. 82. 
T) Acta Mathematica Bd. XV, 8. 2591. 
Tr) Vergl. die Darstellung im „Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen“*, Bd. II, 2 (1898), S. 405 ff. 
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sung der Vertauschbarkeit aller Substitutionen, die das Fundamentalsystem 
[y;) beim Ueberschreiten der Querschnitte erfährt, noch durch eine andere 
ersetzen kann, die für manche Untersuchungen vortheilhafter erscheint. 
Bedeutet nämlich [z,] das dem [y,] entsprechende Fundamentalsystem 

der zu (1.) Nr. III adjungirten Differentialgleichung, so sind bekanntlich 
'z,] und [y;] eontragrediente Systeme. Sei nun 

A = (@,) Gi . 
die Substitution, die das Fundamentalsystem [y,| erfährt, wenn z einen be- 
stimmten, etwa a, jener 2p Querschnitte überschreitet, 

B= Dir) Gier... eo) 


die Substitution, die [y;] erfährt, wenn = einen anderen dieser Querschnitte 
iberschreitet, so muss 


Ab = BA 
sein, und daraus folgt*), dass die bilineare Form 
= ZZ 2a,3Y 


bei Anwendung der Substitution B ungeändert bleibt. 

Die Vertauschbarkeit jener 2p Substitutionen ist also gleichbedeutend 
damit, dass die bilineare Form eine innerhalb AR eindeutige, und folglich 
da die Integrale von (1.) Nr. III keine Unbestimmtheitsstellen darbieten, 
eine rationale Function auf der ARiemannschen Fläche R ist. Die Form 
p befriedigt diejenige lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten, 
der das Produet yz genügt, wo y die allgemeine Lösung von (1.) Nr. III 
z die allgemeine Lösung der adjungirten Differentialgleichung bedeutet; da 
bekanntlich 

Z=y,3 = Ö 
k=]1 


ist, so ist diese letztere Differentialgleichung von der Ordnung n’—1. 


*) Vergl. Frobenius, dieses Journal, Bd. 84, S. 28ff. 


>) 


Berichtigungen zu der Arbeit dieses Journal Bd. 114, S. 143— 158. 

S. 156, Zeile 12 v. u. lies: © —/ statt ı—4,. 

S. 157. Zeile 7 v. u. ist nach „Diese bilden“ einzuschalten „von n subtrahirt“. 
S. 157, Zeile 2 v. u. und S. 158, Zeile 2,3 v. o. lies Minuendus statt Subtrahendus. 













Ueber eine Kugelschar. 


(Von Herrn H. E. Timerding in Strassburg.) 


l. 


> 

Kreisbüschel heissen projeetiv, wenn die Tangenten in ihren Grund- 
punkten projeetive Strahlenbüschel oder die Mittelpunkte der Kreise projective 
Punktreihen bilden. Sind in einer Ebene drei projective Kreisbüschel vorgelegt 
und sucht man zu je drei homologen Kreisen derselben den Kreis, der sie 
alle drei reehtwinklig schneidet, so bilden die Kreise, die man so erhält, 
eine kubische Kreissehar. Durch jeden Punkt gehen nämlich drei Kreise 
der Schar, oder, allgemeiner gesprochen, in jedem Kreisbündel sind drei 
Kreise enthalten, die zu der Schar gehören. Von der kubischen Kreis- 
schar arten drei Kreise in gerade Linien aus, dieselben bilden ein Dreieck. 
das wir kurz das Hauptdreieck nennen wollen. In der kubischen Kreis- 
schar sind ferner sechs Punktkreise enthalten. Die Mittelpunkte der Kreise, 
die die kubische Schar bilden, also die Potenzpunkte von je drei homologen 
Kreisen der drei projeetiven Büschel, liegen auf einer rationalen Curve 
dritter Ordnung. 

Die Schnittpunkte von je zwei unendlich benachbarten Kreisen der 
kubischen Schar liegen auf den Tlangenten einer zweiten rationalen Curve 
dritter Ordnung. Dieselbe lässt sich ebenfalls als Mittelpunktseurve einer 
kubischen Kreisschar auffassen. Diese zweite Kreisschar gewinnt man aus 
der ersten, indem man zu je drei unendlich benachbarten Kreisen der- 
selben den Orthogonalkreis sucht. Die Beziehungen zwischen den beiden 
Curven dritter Ordnung und den zugehörigen kubischen Kreisscharen sind 
durchaus wechselseitig, man gelangt von der zweiten zur ersten genau 
ebenso zurück, wie man von der ersten zur zweiten hingelangt. Auch in 
der zweiten kubischen Kreisschar sind drei gerade Linien enthalten, die das 
Hauptdreieck dieser Schar bilden. Die Seiten des Hauptdreiecks von einer 
der beiden Scharen sind die Wendetangenten der Mittelpunktseurve der 











H. E. Timerding, über eine Kugelschar. 189 


anderen Schar, zwischen den beiden Mittelpunktseurven besteht also die 
Beziehung, dass die Wendetangenten der einen auf den Asymptoten der 
anderen senkrecht stehen. Ueberhaupt aber sind die beiden Curven ein- 
ander derart eindeutig zugeordnet, dass die Tiangenten in entsprechenden 
Punkten auf einander senkrecht stehen. 


Eine kubische Kreisschar lässt sich aber nicht etwa nur vermöge 
drei bestimmter projectiver Kreisbüschel erzeugen, sondern mittels beliebiger 
drei Kreisbüschel aus einer doppelt unendlichen Mannigfaltigkeit von Büscheln. 
Eine solche Mannigfaltigkeit sei ein Büschelnetz genannt. Ein beliebiger 
Kreis ist in drei Büscheln des Büschelnetzes enthalten und zu einem Büschel 
desselben orthogonal. Zur näheren Erlänterung dieses Begriffes können die 
folgenden Bemerkungen dienen. 

Wenn zwei projeetive Kreisbüschel gegeben sind, so umhüllen die 


gemeinsamen Sehnen entsprechender Kreise einen Kegelschnitt. Die Kreise, 
die zu je zwei homologen Kreisen der beiden Büschel orthogonal sind, 
bilden eine Schar von Büscheln, und die Mittelpunkte der Kreise eines 
jeden dieser Bischel liegen auf einer Tangente des erwähnten Kegel- 
schnittes. Verbindet man aber die Mittelpunkte homologer Kreise der 
beiden projeetiven Büschel, so umhüllen diese Linien einen zweiten Kege]- 
schnitt. Auf den Tangenten dieses Kegelschnittes liegen die Kreismittel- 
punkte der neuen Büschel, die durch je zwei homologe Kreise der beiden 
vorgelegten Büschel bestimmt sind. So findet man zwei Scharen von Kreis- 
büscheln, von denen jede aus den Orthogonalbüscheln der zur anderen Schar 
gehörenden Büschel besteht, und von denen man sagen kann, dass sie ver- 
einigt liegen. Die zugehörigen beiden Kegelschnitte der Uentrallinien sind 
dureh die Büschelscharen derart projeetiv auf einander bezogen, dass die 
Tangenten in entsprechenden Punkten auf einander senkrecht stehen. 


Ein beliebiges Kreisbüschel hat mit der Büschelschar zwei Kreise 
gemein, hat es mehr mit ihr gemein, so gehört es ganz der Büschelschar 
an und ist entweder selbst ein Büschel der Schar, oder es hat mit jedem 
Büschel derselben einen Kreis gemeinsam. Solcher Kreisbüschel giebt es 
aber unendlich viele. Greift man nämlich irgend einen Kreis aus der 
Büschelschar heraus und verbindet ihn mit zwei Büscheln derselben durch 
zwei Kreisbündel, so haben diese ein derartiges Büschel gemeinsam. Wir 
finden also zwei weitere Biüschelscharen, durch dieselben sind die Büschel 















190 H. E. Timerding, über eine Kugelschar. 


je einer der beiden ersten Scharen projeetiv auf einander bezogen, wie sie 
umgekehrt durch die letzteren, indem jedesmal homologe Kreise ein Büschel 
der zugehörigen anderen Schar bilden. Von solehen zwei Büschelreihen 
kann man mit einem Ausdrucke des Herrn Reye sagen: sie ruhen auf ein- 
ander oder stützen sich gegenseitig. Die Orthogonalbüschel zu den Büscheln 
zweier sich stützenden Scharen stützen sich ebenfalls. Die vier Kreisbüschel- 
scharen, die wir aus einer erhielten, stützen sich sonach paarweise und liegen 
paarweise vereinigt. 


Ein Kreisbüschelnetz nun ist durch drei projeetive Kreisbüschel be- 
stimmt, die keiner Büschelschar angehören. Man findet alle zu ihm ge- 
hörenden Büschel, indem man zunächst die durch je zwei der drei Büschel 
bestimmten Scharen projeetiver Kreisbüschel aufsucht und zu irgend zwei 
projeetiven Büscheln dieser Scharen wieder die dadurch bestimmte Schar. 
Ein Büschelnetz enthält also zweifach unendlich viele Büschelscharen. 


Zu dem Büschelnetz findet man ein zweites (reeiprokes) Büschel- 
system, indem man zu allen ihm angehörenden Büscheln die Orthogonal- 
büschel sucht. Diese Orthogonalbüschel enthalten von der durch das erste 
Büschelnetz bestimmten kubischen Kreisschar je zwei Kreise, und umgekehrt 
ist immer das durch irgend zwei Kreise der kubischen Schar bestimmte 
Büschel zu einem gewissen Büschel jenes Büschelnetzes orthogonal. Die 
Büschel, die durch zwei unendlich benachbarte Kreise der kubischen Kreis- 
schar bestimmt werden, sind zu je einem Büschel orthogonal, das durch 
zwei unendlich benachbarte Kreise der zweiten kubischen Kreisschar be- 
stimmt wird. Dieselbe war dadurch definirt, dass sie aus den Orthogonal- 
kreisen von je drei conseceutiven Kreisen der ersten Schar bestehen sollte. 


In einem Netze von Kreisbüscheln sind drei Büschel eoncentrischer 
Kreise enthalten. Das Dreieck, das die Mittelpunkte derselben bilden, ist 
das Hauptdreieck der zugehörigen kubischen Kreisschar, und seine Seiten 
sind die Wendetangenten von der Mittelpunktseurve der mit der ersten ver- 
bundenen zweiten kubischen Kreisschar. In dem Kreisbüschelnetz ist auch 
ein Strahlenbüschel enthalten. Der Scheitel desselben ist Mittelpunkt von 
zwei Kreisen der zugehörigen kubischen Schar und somit Doppelpunkt von 
deren Mittelpunktseurve. 
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2. 

In all diese Verhältnisse kommt eine viel grössere Klarheit, wenn 
man statt der Kreise in einer Ebene die Kreise auf einer Kugel betrachtet. 
Dann lässt sich zu jedem Kreise eine Kugel eonstruiren, die in ihm die 
zugrunde gelegte Kugel — kurz gesagt, die Hauptkugel — rechtwinklig 
schneidet. Der Mittelpunkt dieser Kugel ist der Pol der Ebene des Kreises 
bezüglich der Hauptkugel. 

Sind nun zwei Kreisbüschel der Hauptkugel projeetiv auf einander 
bezogen, so bilden ihre Ebenen zwei projeetive Ebenenbischel. Sucht 
man also die Kreise auf der Hauptkugel, die zu homologen Kreisen dreier 
projeetiver Kreisbüschel orthogonal sind, so erhält man eine kubische Kreis- 
schar, denn man sieht sofort, dass die Pole der Ebenen dieser Kreise auf 
einer kubischen Raumeurve liegen und die Ebenen selbst ein kubisches 
Ebenenbüschel bilden, das seinerseits aus den Schmiegungsebenen einer 
zweiten kubischen Raumeurve besteht. Beide Raumeurven sind einander 
bezüglich der Hauptkugel als reeiproke Polaren zugeordnet. 

Die sphärischen Mittelpunkte der Kreise der kubischen Schar liegen 
auf der sphärischen Öurve sechster Ordnung, in welche die erste kubische 
Raumeurve aus dem Mittelpunkte auf die Hauptkugel projieirt wird. Die 
wirklichen Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf der inversen Curve der 
kubischen Raumeurve bezüglich der Hauptkugel. 

Die kubische Kreisschar wird durch beliebige drei, nur keiner Büschel- 
schar angehörende projeetive Kreisbüschel aus einem Büschelnetze erzeugt. 
Die Axen aller dieser Kreisbüschel, nämlich die geraden Verbindungs- 
linien ihrer Grundpunkte, sind Sehnen der ersten kubischen Raumeurve, 
ihre reeiproken Polaren bezüglich der Hauptkugel also Axen der zweiten 
kubischen Raumkurve. Hieraus folgt sofort, dass zu jedem der Kreisbüschel 
zwei Kreise der kubischen Schar orthogonal sind. 

Durch den Mittelpunkt der Hauptkugel geht eine Sehne der ersten 
kubischen Raumeurve, ein Büschel des Büschelnetzes besteht also aus 
grössten Kreisen, und die zwei Gegenpunkte, in denen diese sich schneiden, 
sind Doppelpunkte der sphärischen Mittelpunktscurve. Ebenso sind in dem 
kubischen Kreisbüschel drei grösste Kreise enthalten, weil durch den 
Mittelpunkt der Hauptkugel drei Schmiegungsebenen der zweiten kubischen 
haumeurve gehen. Die reciproken Polaren der Schnittlinien je zweier 
dieser drei Ebenen sind die unendlich fernen Sehnen der ersten kubischen 
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Raumeurve. Durch diese Sehnen gehen die Ebenen der concentrischen Kreis- 
büschel im Büschelnetz hindurch, die sphärischen Mittelpunkte dieser Kreise 
liegen sonach paarweise auf den grössten Kreisen in der kubischen Kreisschar. 

Die Schmiegungsebenen der ersten kubischen Raumcurve schneiden 
die Hauptkugel in den Kreisen einer zweiten kubischen Schar, deren Pole 
— d.h. die Pole ihrer Ebenen — auf der zweiten kubischen Raumeurve 
liegen und die alle zu je drei unendlich benachbarten Kreisen der ersten 
Schar orthogonal sind, während die erste Schar umgekehrt in der gleichen 
Beziehung zur zweiten Schar steht. Jedem Kreise der einen Schar ist ein 
Kreis der anderen Schar zugeordnet, so dass beide Kreise orthogonal sind. 
Aber damit nicht genug, wenn man die Orthogonalkreise zu beliebigen drei 
Kreisen der einen Schar und den entsprechenden Kreisen der anderen Schar 
aufsucht, so schneiden auch diese Orthogonalkreise einander rechtwinklig. 

Die projeetiven Ebenenbüschel, welche die Punkte der ersten kubischen 
kaumeurve aus den durch irgend einen festen Punkt auf ihr gehenden 
Sehnen projieiren, schneiden die Hauptkugel in einer Reihe projectiver 
Kreisbüschel. Deren Pole liegen auf den reeiproken Polaren zu jenen 
Sehnen der kubischen Raumeurve. Also umhüllen die Pollinien derjenigen 
Büschel des Büschelnetzes, welche zu einem Kreise der zugehörigen 
kubischen Kreisschar orthogonal sind, einen Schmiegungskegelschnitt 
der zweiten kubischen Raumeurve. Die grössten Kreise, welche die 
Mittelpunktslinien dieser Kreisbüschel bilden, umhüllen sonach einen sphäri- 
schen Kegelschnitt. Beschreibt man um dessen Punkte die Kreise, welche 
zu dem Kreise der kubischen Kreisschar orthogonal sind, so liegt jeder 
derselben mit zwei unendlich benachbarten Kreisen der zweiten kubischen 
Kreisschar in einem Büschel, ist also ausser dem fest angenommenen zu 
zwei unendlich benachbarten Kreisen der ersten Schar orthogonal. Der 
Kegelschnitt selbst ist dem Hauptdreieck der ersten kubischen Schar ein- 
beschrieben und berührt die sphärische Mittelpunktslinie der zweiten kubischen 
Schar in dem Punkte, der dem Mittelpunkte des als Orthogonalkreis an- 
genommenen Kreises der ersten Schar entspricht. 


Nach diesen Vorbereitungen bietet es keine Schwierigkeiten mehr, die 
biquadratische Kugelschar zu betrachten, deren Kugeln zu homologen Kugeln 


von vier projeetiven Kugelbüscheln orthogonal sind. Diese biquadratische 








H. E. Timerding, über eine Kugelschar. 195 


Schar lässt sich zunächst nicht bloss dureh die vier als gegeben an- 
genommenen, sondern durch beliebige vier, nur keinem Biüschelnetz an- 
gehörende projective Kugelbüschel aus einem Büschelcomplex erzeugen. 
Um die Natur dieses Complexes zu erkennen, gehen wir von zwei 
projeetiven Kugelbüscheln aus. Die Mittelpunkte derselben bilden zwei 
projeetive Punktreihen. Die Verbindungslinien homologer Punkte dieser 
Punktreihen sind die eine Regelschar einer quadratischen Fläche, zu deren 
anderer Regelschar die Mittelpunktslinien der beiden Kugelbüschel gehören. 
Aber jede Linie der zweiten Regelschar ist Mittelpunktslinie eines Kugel- 
büschels, das zu den beiden vorgelegten projectiv ist. So erhalten wir eine 
Schar projeetiver Kugelbüschel. Homologe Kugeln derselben bilden immer 
ein neues Büschel, und ihre Mittelpunkte liegen auf einem Strahle der ersten 
Regelschar. Alle Kugeln der Büschelschar sind zur einer bestimmten orthogonal. 
Drei projeetive Kugelbüschel bestimmen ein Büschelnetz, das zwei- 
fach unendlich viele Büschel und zweifach unendlich viele Büschelscharen 
enthält. Die Mittelpunktslinien der das Büschelnetz bildenden Kugelbischel 
sind die Axen einer kubischen Raumeurve. Zu einer beliebigen Ebene, 
oder allgemeiner zu einer beliebigen Kugel, ist ein einziges Kugelbüschel 


des Büschelnetzes orthogonal, und jeder Punkt ist Mittelpunkt von — oder 
in jedem Kugelbüschel liegen — drei Kugeln, die zu Kugelbüscheln des 


Büschelnetzes gehören. 

Vier projeetive Kugelbüschel bestimmen einen Büscheleomplex, 
Dieser ist, wie das Büschelnetz, durch die Bedingung sofort gegeben, dass 
jede Büschelschar ihm ganz angehören soll, die zwei projeetive Büschel 
mit ihm gemein hat. Eine beliebige Kugel gehört vier Büscheln des 
Bischeleomplexes an und ist zu einer Büschelschar in demselben orthogonal. 
Die Mittelpunktslinien der den Öomplex ausmachenden Kugelbüschel bilden 
einen tetraedralen Strahleneomplex. Von dessen Haupttetraeder werden die 
Eeken durch die Mittelpunkte der vier eoncentrischen Kugelbüschel gebildet, 
die in dem Biüscheleomplex enthalten sind. In der That bestimmen die 
drei eoncentrischen, projectiven Kreisbüschel, in denen je drei dieser con- 
eentrischen Kugelbüschel von der Verbindungsebene ihrer Mittelpunkte ge- 
schnitten werden, in dieser Ebene ein Netz von Kreisbüscheln. Jede 
Gerade der Ebene ist Mittelpunktslinie eines dieser Kreisbüschel, und jede 
dieser Geraden ist auch Mittelpunktslinie eines zum Bitscheleomplex ge- 
hörenden Kugelbüschels, dessen Schnitt mit der Ebene das Kreisbüschel ist. 

Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 3. 25 


















194 H. E. Timerding, über eine Kugelschar. 


so dass in der '[hat jede Gerade dieser vier Ebenen zu dem tetraedralen 
Strahleneomplex gehört. 

Im allgemeinen sind zu einer Kugel unserer biquadratischen Schar 
doppelt unendlieh viele, zu zwei Kugeln einfach unendlich viele Kugel- 
büschel des zugehörigen Büscheleomplexes orthogonal, und zu irgend drei 
Kugeln der Schar ein einziges Büschel, wie umgekehrt zu jedem Kugel- 
büschel des Büscheleomplexes drei bestimmte Kugeln der Schar orthogonal 
sind. Hieraus folgt insbesondere, dass die Ebenen des Haupttetraeders zu 
der Schar gehören. 

Die Mittelpunkte der Kugeln, welche die biquadratische Schar bilden. 
liegen auf einer rationalen Raumeurve vierter Ordnung, die durch die acht 
Punktkugeln der Schar geht und deren Asymptoten auf den Ebenen des 
Haupttetraeders senkrecht stehen. Nun sind in dem Kugelbüscheleomplex 
unendlich viele Ebenenbüschel enthalten. Dieselben müssen eine Büschel- 
schar bilden, ihre Axen bilden also die eine Regelschar einer quadratischen 
Fläche. Weil aber zu jedem jener Büschel drei Kugeln der biquadratischen 
Schar orthogonal sein müssen, liegen auf jedem Strahle dieser Regelschar 
drei Punkte der biquadratischen Mittelpunktseurve, das heisst, die Regel- 
schar wird von den Doppelsehnen der Raumeurve gebildet, und die letztere 
liegt auf der Regelfläche, der die hegelschar angehört. 


Bestimmt man zu je vier unendlich benachbarten Kugeln der bi- 
quadratischen Schar die Orthogonalkugeln, so bilden diese eine zweite bi- 
quadratische Schar, und die Mittelpunktseurve dieser Schar ist eine zweite 
rationale Raumeurve vierter Ordnung. Sucht man das zu drei unendlich 
benachbarten Kugeln der ersten Schar orthogonale Kugelbüschel des zu- 
vehörigen Büscheleomplexes, so enthält dasselbe zwei unendlich benach- 
barte Kugeln der zweiten biquadratischen Schar. Es ergiebt sich also, 
dass die Kugelbüschel, welche je zwei unendlich nahe Kugeln einer der 
biquadratischen Scharen verbinden, dem Büscheleomplex angehören, der die 
andere Schar erzeugt. 

Die beiden biquadratischen Mittelpunktscurven sind auf einander 
derart eindeutig bezogen, dass die Tangente in einem Punkte der einen jedes- 
mal auf der Schmiegungsebene in dem entsprechenden Punkte der anderen 
senkrecht steht. Insbesondere entsprechen den unendlich fernen Punkten 
der einen Curve die Wendeberührungspunkte der anderen Curve. Das 
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Haupttetraeder der ersten biqnadratischen Kugelsehar wird durch die Wende- 
berührungsebenen der zweiten Mittelpunktseurve gebildet, und umgekehtt. 

Eine beliebige Kugel der biquadratischen Schar wird von den übrigen 
Kugeln derselben in einer kubischen Kreisschar geschnitten. Andererseits 
sind zu dieser Kugel, wie bereits bemerkt, zweifach unendlich viele Kurel- 
büschel des zugehörigen Büscheleomplexes orthogonal. Sucht man nun zu 
homologen Kugeln dieser projeetiven Büschel und der fest angenommenen 
Kugel der biquadratischen Schar jedesmal die Orthogonalkugel, so gehen 
diese Kugeln durch die Kreise der eben erwähnten kubisehen Kreisschar, 
Sie bilden ebenfalls eine kubische Schar, ihre Mittelpunkte liegen auf einer 
kubischen kaumeurve, und die Ebenen ihrer Schnittkreise mit der fest an- 
senommenen Kugel umhüllen eine zweite kubische Raumeurve, deren Axen 
die Mittelpunktslinien der doppelt unendlich vielen Kugelbüschel sind. Die 
um die Punkte dieser Raumeurve orthogonal zu der fest angenommenen 
Kugel beschriebenen Kugeln sind ausser zu dieser zu drei unendlich be- 
nachbarten Kugeln der biquadratischen Schar orthogonal. Die kubische 
Rhaumeurve ist dem Haupttetraeder der biquadratischen Schar einbeschrieben. 
sie hat also die Wendeberührungsebenen der zweiten Mittelpunktseurve zu 
Schmiegungsebenen, und sie legt sich dieser Curve selbst in dem Punkte 
an, der dem Mittelpunkte der in der ersten biquadratischen Schar fest an- 
genommenen Kugel entspricht. Sie gehört zu den Curven, die W. Stahl und 
Ilerr Jolles als Osculanten bezeichnet haben. 

Zu dem tetraedralen Complex, welchen die Mittelpunktslinien der 
Nugelbüschel eines Bischeleomplexes bilden, gehören auch die Tangenten 
der zugeordneten zweiten biquadratischen Mittelpunktseurve. Die Wende- 
berührungsebenen der letzteren bilden das Haupttetraeder des Strahlen- 
complexes. Die Doppelsehnen derselben Curve gehören aber zu dem anderen 
tetraedralen Complexe, den die Mittelpunktslinien des die zweite biquadratische 


Kugelschar erzeugenden Büscheleomplexes bilden. 














Ueber #ticcatische Differentialgleichungen höherer 
Ordnung. 


(Von Herrn Georg Wallenberg in Berlin.) 


Die Riccatische Differentialgleichung in ihrer allgemeinen Gestalt 
lautet: 
2 fı do 
(1) +++ = 0 (e=7): 
dieselbe besitzt die charakteristische Eigenschaft, dass sie sich durch die 
Substitution 
ly 
9: Y 
in eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 


(2.) y+pytpmy = 0 


transformiren lässt. Darin ist 


! 


Q2 
PahTan.. F 


Geht man umgekehrt von der Differentialgleichung (2.) aus, dividirt dieselbe 
durch y und setzt 

Y 

Yy 
worin q eine Function von 3 bedeutet, so wird 


= m, 


2 


rn ge +ge+gqgv, 
und die Differentialgleichung (2.) geht über in 
"+ Hat o+gqu =. 


Diese Ausgangsart lässt recht deutlich den Grund hervortreten, weshalb 
jede beliebige Differentialgleichung (1.) sich in (2.) transformiren lässt: die 
Anzahl der Grössen p,p,g ist nämlich gleich der Anzahl der Grössen 








Wallenberg, über Riccatische Differentiatgleichungen höherer Ordnung. 197 


Yu; Q, sodass die ersteren sich stets durch die letzteren aus den drei 
Gleichungen 
' 
7b Mt Sm 9-9 
deren Anzahl offenbar gleich der Anzahl der Grössen g, ist, bestimmen 
lassen. 

Ferner hat diese Behandlungsweise den Vorzug, dass sie sich auch 
auf Differentialgleichungen höherer Ordnung ausdehnen lässt. Man kommt 
so allgemein zu nichtlinearen Differentialgleichungen »-ter Ordnung, die 
sich durch eine der obigen analoge Substitution in lineare homogene 
Differentialgleichungen (2+1)-ter Ordnung transformiren lassen; eine solche 
Differentialgleichung kann wohl mit Fug und Recht als Riccatische 
Differentialgleichung n-ter Ordnung bezeichnet werden. Doch wird sich 
zeigen, dass die Riccatische Differentialgleichung erster Ordnung die einzige 


ce sind, weil bei 


ist, bei welcher die Coefficienten von einander unabhängi 
den Riccatischen Differentialgleichungen höherer Ordnung die Anzahl der 
Coeffiecienten g, also auch die Anzahl der Bestimmungsgleichungen grösser 
als die Anzahl der zu bestimmenden Üoeffieienten p, der linearen homogenen 
Differentialgleichung mit Einschluss der Grösse q ist, sodass die Coeffieienten 
der Riccatischen Differentialgleichung gewisse Bedingungsgleichungen er- 
füllen müssen, die sich aber überraschend einfach gestalten. 

Es mag genügen, im Folgenden die Rechnung für die Riccatische 
Differentialgleichung zweiter und dritter Ordnung durchzuführen: Wir gehen 
also zunächst von der linearen homogenen Differentialgleichung dritter Ordnung 


(3.) y'+py +py+py = 0 
aus, dividiren dieselbe durch y und setzen wieder 


Y 
dann wird 
;.; ne pe 
» ya getgotTe, 
. = w+l2g+3ge)o+g c+3ggo+gq ev, 


und die Differentialgleichung (3.) geht über in 


0" +(p +20 + 3g0)0 + +(p+p + ot mgt3g)o'+g’e' = 0. 
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Die Riccatische Differentialgleichung zweiter Ordnung hat also jedenfalls 
die Gestalt 

ve + tet tnetne+ge =. 
Sie besitzt die von Herrn Picard*) aufgestellte Form, denn die Verzweigungs- 
punkte ihrer Integrale sind offenbar „fest“. Durch Vergleichung der Coeffi- 
elenten findet man: 


‚ 


ak 8 
u 172 —n.-— vr RR Bet 
7: p:+2 a 3 dıı =Pı rP: q ı q° 


1 
3: = 3g, 94 =Ppg+93g, 
x) ) 
=, 6-4; 


daraus ergeben sich für die q, die beiden Bedingungsgleichungen: 
= 670 S=% 
Wir haben also folgendes Resultat erhalten: 
Die Differentialgleichung 
4.) ++ tern = 0 
lässt sich durch die Substitution 


l y 
9 = 
1: Y 
in eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung 
6> y'+py +py+tpy = 0 


transformiren""); ihr allgemeines Integral hat also die Form 
le, yı+e,y» + y3 
q, 6, Y, L ey, + Y,' 
worin Yı, Y, Y; Fundamentalintegrale von (3.) bedeuten. 
Für die Coeffieienten der Differentialgleichung (3.) erhält man noch 


/ 


Mc 


folgende Ausdrücke: 


Pı ann 445; 
BB, ol © 
, = m +2 =) -—, 
Ei man 62 udn 
3 B 
); — 4— 2° . 
di 1: 03 


‘) „Memoire sur la theorie des fonctions algebriques de deux variables.“ Jour- 

nal de Mathematiques pures et appliquees (Liouville). 1859. 4. Serie, t. V, p. 135 u. f. 
p. 281. 

) Ein sehr specieller Fall (mit constanten Coefficienten) findet sich in einer 

Arbeit des Herrn Mittag-Leffler, Acta Mathematica, 18:3, p. 239. Ueber eine allgemeinere 

Differentialgleichung, welche (4.) als besonderen Fall umfasst, siehe die drittfolgende 

Arbeit des Verfassers sowie die dort eitirte Arbeit von Herrn Vessiot. 
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Die Coefficienten der Differentialgleichungen (3.) und (4.) zeigen be- 
merkenswerthe Invarianteneigenschaften. Es ist nämlieh: 


(I.) „+22 = +28: 

er ce ee 

(II.\ ); ev „„e + pP u + ( | 7 + q 

ae a Fr 
p: p2 \ 2 fg 

III.) a-5-(%) = n-3-6 


Dabei ist aber zu beachten, dass (IIl.) eine Folge von (].) und (ll. 
ist. Die Invariante (l.) tritt bereits bei der gewöhnlichen Aiccatischen 
Differentialgleichung erster Ordnung (1.) auf; es ist nämlich dort: 

p' q 
ET 

Eine ganz analoge Rechnung ergiebt: 

Die Riccatische Differentialgleichung dritter Ordnung 
ce +(g+&ge) oe + ge ++ ÖöHBnt+Ig)e+tbge)e+g+ge 

7(9:947 1:94+ G;)U Tg 7 9449: oe 7qQ,0 0” 


lässt sich durch die Substilution 


in eine lineare homogene Differentialgleichung vierter Ordnung transformiren. 

















Zur Theorie der Differentialinvarianten. 
(Von Herrn Georg Wallenberg in Berlin.) 


Die in der vorhergehenden Arbeit für die Riccatischen Differential- 


gleichungen erster und zweiter Ordnung aufgestellten absoluten Invarianten 
gelten, wie ich hier zeigen will, allgemein. 


Es möge in der Differentialgleichung 


j 1X 
1.) try” + +pYy tprYy > 0 (y@ ag y) 


dz’ 


” 


gesetzt werden 


' 


Yogo 
-— ”. $) 
Yy 
worin q eine Function der unabhängigen Veränderlichen 3 bedeutet, dann ist: 
y' 
EERRETTET EN 
ı 
2 6 5 DR rn 6 5) ! fr er “ 
5 = gp +2gv+g e+3geo +3ggeo+ge, 
allgemein: 
ai 


= (e+g)"""+Glieder höherer Dimension in oe und seinen Ableitungen; 
(k=2,3,...n+1) 

darin bedeutet (e+g)""" die bekannte symbolische Potenz, nach deren Aus- 

führung jeder Potenzexponent, auch 0, durch die entsprechende Ableitungs- 

zahl zu ersetzen ist. Dadurch geht die linke Seite der Differential- 

gleichung (1.) über in 


Y 


[| Pte Dr. +0 +04 gu 
| + Glieder höherer Dimension, in vo und seinen Ableitungen. 


nn 
DV 
x 
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Darin ist: 


gı = pı+n? 
gG. = p+("T )p ! Bunt“ 
ra PH" )pe? gq a ar )p,? ge +)"; 


3. 





P-+2p.. 439,7 ++ a ne a an 
1 = Pat Pr—ı ; NR Kto N 7“ A 1“ F = 
In+ı = _ 
allgemein: 
g: = z(" an u - ( nei” ) 
PR N Aa+l Be 


Vermittelst dieser Gleichungen kann man auch umgekehrt die p, 
successive durch die g, und g ausdrücken, indem man mit p, beginnt. — 
ec von 
seiner Entstehung durch Transformation einer Differentialgleichung betrachten. 

Ich bilde jetzt 

eh N () sah 
url KL et ut n—k+ ABER Fr 
z( )n- en ( ) z( pi" 
In+1 I—I) Un+1 i—=U 7 

k>12..03 9 =2p, =]1) 


in der rechts stehenden Doppelsumme lautet der Coeffiecient von p,_, (+i 
gleich r und s statt ! als Summationsbuchstabe gesetzt): 


n—k-+ n Be +r a, gr79) 
Aumund | In+1 q i 


Im übrigen kann man das Gleichungssystem (3.) ganz unabhängi 


oder, da 


er ne ri 


we Ar in ) ge . =» _ (n—kar\pası, 
su Un+1 \ r Papanı 


ist, 


Es ist also: 


=k/n—k-+I garı a Fer 
(4) = I )n- + “ z\ pr, .. Pn +1 
(k=1,2,...%) 
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Die Ausdrücke auf der linken und rechten Seite der Gleichungen (4.), 
welche letztere als Resultanten der Elimination von q aus den Gleichungen (3.) 
betrachtet werden können, sind in den q, bezw. p, i=1,2,...,n-+1) ganz 
analog gebaut und stellen daher n absolute Invarianten des Transformations- 
systems (3.) dar. 

Eine zweite Reihe von Invarianten, in denen p,;, und q,;, nicht vor- 
kommen, findet man durch folgende Betrachtung: 

Das Gleichungssystem (3.) bleibt ungeändert, wenn man Ap,,, an 
Stelle von p,,, und gleichzeitig Ag,,, an Stelle von q,., setzt, wobei 4 eine 
beliebige Funetion von z bedeutet; dasselbe besitzt daher auch die In- 
varlanten 


/ \ s m n—k +1 (Agn I 2 N —k+I (A Int 0) 
(4*.) z( l ) ah ee I )Pi- en 


“ - Pe - 
Adn+ı er) Pa 


Aus der ersten der Gleichungen (3.) 


Be sa 


g 
4 = DD n 
1 pı+ q 
folgt nun: 
pie 


e . 
A 1 £ .. 
gi 
die willkürliche Constante e kann gleich 1 angenommen werden, denn das 
Gleichungssystem (3.) bleibt ungeändert, wenn eg an Stelle von g gesetzt 
wird. Daher kann 


. 1 a» 
- Spa: a. J 9 da 
und q,,, = we 


vesetzt werden, worin « eine Function von z bedeutet. Wählt man nun in 


Par-+ı — u e 


(4°) A=-, so wird 


7 
IAn+1) 1 APn+ı) 1 
Er) g, und ee ei p:; 
4 In-+1 n ‚Pn +1 n 
ist also 
(Aqn ,„ 1 (Agatı) l ! 1 5) » 
5 — R,(( ec T ER = --q4+-g u8 f. 
Adn iR l I I Ti ) ); Afnzı n qı 1 n® qı 


so ist auch 
(Ap + 9) R) ! 
‚Pn Br ’ (—1) N 
Re R,(pyPuy.--Ppi ); 
*) Ueber die Form von A, siehe z. B. Schlömilch, Compendium der höheren Ana- 
Iysis, 11 (1874), p. 4—5. Vergl. auch Hoppe, Theorie der höheren Differentialquotienten 
(Leipzig, 1845). 


3 


daher folgt aus (4*.): 
Die Resultanten der Elimination von qg aus dem Gleichungssystem 


können in die Form gebracht werden 


< i=k 
(6.) 2 


die auf der linken bezw. rechten Seite dieser Gleichungen stehenden Ausdrücke 


bilden n—1 absolute Invarianten des Transformationssystems (D.). 


Nennt man, wie üblich, die Summe von Index und Ableitungszahl eines 
Gliedes sein Gewicht und setzt das Gewicht eines Produetes gleich der 
Summe der Gewichte seiner Faetoren, so lehrt der Anbliek der obigen In- 
varianten, dass dieselben ösobar sind, und zwar ist J(k=2,3,.... n) vom 
Gewicht A. 

Nach Beendigung dieser Arbeit bemerkte ich, dass das Gleiehungs- 
system (5.) mit demjenigen identisch ist, welches bei der "Transformation 
einer linearen homogenen Differentialgleiehung 


durch die Substitution 
in eine ebensoleche Differentialgleichung 


auftritt, sodass die Invarianten (6.) nichts anderes sind als die Coeffieienten 
der „eanonischen“ Differentialgleichung, welche aus (A.) durch die Trans- 


formation y= e 


n—k-+ 4 fe | ER Ä 
( ] ) gi R(lgu9---q% )) — 2 ( )m-ıRlPpuspi---P' 


Die drei ersten Invarianten lauten, ausgerechnet, in den g;: 


- ?n Br 2 I 


I 
N un u Sa u 
Be, ; a / IN 9 
(n—2)(n—3) » (n—1)(n—2)\n—3) „ (n—2)(n--3) | 
lan ae 7 nn Be a er 
(n—1)(n—2)(n—3) », (n—1l)(n—2)(n—3) »_, (n—1)(n—2)(r—3) 
1 9. _— 94, — —— -(, » 
” Sn 1 4n” 119: 2.3.4 ! 
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n— k-+ i\ g) 


JPı -s R ee ) 


Fan 
%ı= - ( q 


ı 


2 k HIN 


( Ra2,3;,.n%,. \ 
R=1,9 == 1/ 


. 11 ., 


(n—1)(n—2) „ (n—1)(n—2) 


y-go 


et + ge = 0 


3; 
pı da a x 2» . 
-:o hervorgeht und in welcher der Coeffieient von 


26* 
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w”" verschwindet. Die Invarianz dieser Coefficienten bei allen Trans- 
formationen der Gruppe y=g:-v habe ich aber bereits in meiner Arbeit 
„Anwendung der Theorie der Differentialinvarianten ete.* (Dieses Journal 
Bd. 113, S. 2, Anmerkung) hervorgehoben (vergl. auch Vukicevie, Diss., S. 9 
und Schlesinger, Handbuch der 'T'heorie der linearen Differentialgleichungen, 
Bd. II, S. 145—147). Trotzdem rechtfertigt die directe, rein rechnerische 
Herleitung dieser Invarianten und ihre allgemeine Aufstellung in praeeiser 
Form wohl die Publication dieser Note. — Uebrigens ergeben sich auch 
die Invarianten (4.) leicht auf gruppentheoretischem Wege. 











Ueber lineare Differentialgleichungen, welche mit 
ihrer Adjungirten zu derselben Art gehören. 


(Von Herrn Richard Fuchs in Berlin.) 


Die Differentialgleichungen, denen die Periodieitätsmoduln der Abel- 
schen Integrale als Funetionen eines Parameters genügen, haben die Eigen- 
schaft, dass ihre sämmtlichen sogenannten assoclüirten Differentialgleichungen 
reductibel sind*). Bei dem Bestreben, den Grund für diese Reduetibilität 
aufzufinden, wurde ich dazu geführt, mich mit linearen Differentialgleichungen 
zu beschäftigen, welehe mit ihrer Adjungirten zu derselben Art gehören, zu 
denen die Differentialgleichungen der Periodieitätsmoduln gehören. Die 
folgende Notiz enthält einige Ergebnisse, die sich bei diesen Untersuchungen 
ergaben **). 

I. 

Wir beschäftigen uns mit einer linearen homogenen Differential- 

gleichung gerader Ordnung 


d’"y d’”- 'y 
(A.) de?" +Pp: dm-ı +... +P;, y= 0 
mit rationalen Üoeffieienten, die mit ihrer Adjungirten 
d’rz d’"=!(p ) 
ar a — ... zZ — ) 
\ dx” dr"! + + Pan ( 


zu derselben Art gehört. 


Für jedes Integral y von (A.) giebt es dann also ein Integral z von 
von (B.) so, dass die Relation besteht 


(C.) . = Auy+ Auy'+ u +Aun-ı 9" - 


. a ® d° 
WO Ay Avis». Au rationale Funetionen von z und y” = - El 


2 bedeuten. 
*) Vergl. hierzu meine in Bd. 119 S. Iff, dieses Journals abgedruckte Inaugural- 

dissertation und die Abhandlung meines Vaters, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 

1898 S. 477f. 

**) Vergl. übrigens hierzu: Sitzungsberichte, 1599 S. 190. 
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Differentiirt man die Gleichung (C.) wiederholt nach z und ersetzt 
immer Ableitungen von y, deren Ordnung 2» oder grösser als 2 ist. 
mittelst (A.) durch die Ableitungen niedrigerer Ordnung, so erhält man 

d’z 


(D.) dx® une A,0Y + Auy+ Bun + A, Er (.=0,1...) 


wo wiederum A, :.., A,.,_, rationale Funetionen von x bedeuten. 


Es sei nun %,, Y3 +: ., 4, ein Fundamentalsystem von (A.) und 3,, 2,, .... 3,, 
das entsprechende von (B.), sodass also 


(1.) a, = (—1) D(Yır Yan +4 Yamıy Yakıy +44 Yan) 
D(y,» Yas »--> Yan) 


wenn in bekannter Weise die sogenannte Determinante von A Functionen 
U. Us, .eox U, 


’ 


a, U, 0 


' ' 


72 TR re 


ie u 
mit D(u,. %.. ..., a) bezeichnet wird. 


Zufolge der in (C.) gemachten Annahme wird es dann ein weiteres 
Fundamentalsystem von (A.) 1, ...,7%, geben, so dass 


)\ u a ! (2n—1 = 1, 2,00 en. 
(2.) a = Aut Ast +AsanN" 4 ( 


a=l,ı,.. )J 
und es möge das System der n aus dem der y durch die Substitution (e;.) 
hervorgehen, so dass also 


>! \ Rn x wi ' PN 
(3.) n= & CuYe- =1,2,.... 20) 


1. 
In seiner Abhandlung (dieses Journal Bd. 77, S. 245ff.) hat Herr 
Frobenius die folgende Formel bewiesen (a. a. O. 8. 251) 
(1.) ID (Gr, 232 4-29) = D(Yır Ya +, Ya), 
wenn kurz 
(2.) I = D(y.. Yar +++, Yan) 
gesetzt wird. Für k=n lautet diese Formel 
8.) D(Yu Ya. 9) = ID (zu +44, 82m). 
Setzen wir in dieselbe die sich aus Gleichung (2.) voriger Nummer 


ergebenden Werthe von z{?),,..., 2% ein, so ergiebt sich: 
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0,, 4 ) . A 3 | 
n\" n\* 
A, A A. In+1 1% 
_ N LS 23 f 4 1A, 4 1}, 00 d 1), 
(4.) D(yı, Ya ++. Yun) En I ee. 
REN ) d 
A, 14 A,-ın, ... Mai Iin+] /?n 
wo die Summe rechter Hand über alle Combinationen 4, < 4, <.--< 4, = 2n—1 


zu erstrecken ist. 
Nun lässt sich aber*) die Determinante 


(4,) (sb 
Mn 1 A En Non 
N N, Im) 
für jede Wahl von 4,,...,2, durch 
D Mn # ’ N 27 


. . . In . . 
und seine Ableitungen bis zur v = ( „ „ten Ordnung linear und homogen mit 


rationalen Coeffieienten ausdrücken. 
Führt man diese Ausdrücke in Gl. (4.) ein, so kommt 


Be | 
| 7 P Yu ++.) Yu) 


(5.) Pe Ka | 
\ n1s +++, 272% a’! PURE 
| . P,D(n., ... N + r . hu. — ...—. P 


\ ’ 
a d.x “rs dx’ 


III. 

Die Determinanten D(y,...., y,) genügen, wenn für %1. ...,%, beliebige 
n Integrale der Gleichung (A.) gesetzt werden, einer linearen homogenen 
Differentialgleichung »v-ter Oranung. (Vergl. die Abhandlung meines Vaters, 
Sitzungsberichte 1888, S. 1115 No. 3 Gleichung (H.)), die Herr Schlesinger 
(Handbuch u. s. w. Bd. II, S. 127) die »-te Assoeiirte von (A.) genannt hat. 
Derselben Differentialgleichung genügt also auch D(n,..,. ..., 7,,), und es muss 
daher nach (5.) voriger Nummer aus dem Satze des Herrn Frobenius (dieses 
Journal Bd. 76, S. 268**)) geschlossen werden, dass die m-te Assoeciirte von 
A.) reduetibel istr). 

Es muss nur noch die Möglichkeit ins Auge gefasst werden, dass 
vielleicht die Gleichung (5.) voriger Nummer eine Trivialität ist. Dieser 

*) Vergl. die Arbeit meines Vaters, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1558, 
Ss. 1119 No. 4 Gl. (3.) oder L. Schlesinger, Handbuch u. s. w. Bd. II, S. 127. 

*") Vergl. auch Hamburger, dieses Journal Bd. 111, S. 121. 


T) Der auf der linken Seite auftretende Factor 7 beeinflusst, wie leicht zu sehen, 


diesen Schluss nicht. 
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Fall kann eintreten, wenn 1) D(n,41,...,72,) Sich auf D(y,,...,y.) redueirt, 


und 2) P, =P,=--=P,_,=0, P,= r ist. Wir wollen beweisen, dass 


schon die Annahme 1) unmöglich ist. 
Es ist zu Folge (3.) No. 1 
1) DA SD 
ex: Ins Man) = 3 a WE a a (Ya Ya.) 
Arendn Con, Cam, vr. Cm, 
wo rechts alle Combinationen 4, <A,<..-<4, = 2n zu nehmen sind. 
Die Annahme 1) würde verlangen, dass 


Cu+12, Cn+12, Wen Cn+12, 

f% 

(2.) u . “ * . . ® . . mn (0) 
Ci, Con, +++ Com, 


für alle A,,...,A, ausser wenn ,=1,,=2,..,4,=n. Aus der Matrix 


C.+11 C.+12 ... C„ +H1?2n 


C,„ +21 „+22 es C.+2 In 








Ca C342 or. Cm 
müssten daher alle Determinanten »-ter Ordnung verschwinden mit Aus- 
nahme von 
| Cnrıı On+ı2 » er. Ontin 
(3.) re are, A 
Cyni Ca2 „eo. Cyan 
Bezeichnen wir die Unterdeterminante von e,; in (3.) mit O,, so 
ergiebt sich daraus 


| C, +la C, 11T C.+2a C,u+2.1+ + Cona CO; u 0 \ 
C 


ÜC ’ +c ‘ C „t ++ C ., = (0 
n+1a n+12 +72: +2,2 2 2n? 
(4.) 1 ı n 7 n na n (@ | 0 ). 





Caria Onzın + Cur2a Onrzu ++ Cana Cn=0/ | 
Da nun aber die Determinante |C,;|= le,;| = 1 ist, so folgt aus diesem 
Gleichungssystem 

(9.) Hu ler ei, =0 kuntl,..., am). 

Die Gleichung (5.) voriger Nummer gilt nun aber offenbar immer, 
wenn an Stelle von Y,, %% ++. 4, irgend welche z verschiedene der Integrale 
Yır Yar + Yon gesetzt werden. Es müssen nur die Indices der n auf der 
rechten Seite allemale von denen der y auf der linken Seite verschieden 
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angenommen werden. Sollen alle diese Gleichungen Trivialitäten sein, so 
leitet man daraus jedes Mal ein den Gleichungen (5.) analoges System her 
C, ne C, an et > c . 0 = u DR ). ), 


In‘ \ 


Da hierin für 7,4,...,2, jede beliebige der Zahlen 1,2,...,2» ge- 
wählt werden kann, so würde daraus allgemein e,;=0 für beliebiges «, 
folgen, was unmöglich ist. Der Fall, dass die Gleichung (5.) Nr. 2 für 
jede Wahl von y,, %2, ..., y. trivial sei, ist damit ausgeschlossen, und wir 
erhalten den folgenden Satz: 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung 2n-ter Ordnung mit 


ihrer adjungirten zu derselben Art gehört, so ist ihre n-te Associürte reductibel. 
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Die Differentialgleichungen, deren 
allgemeines Integral eine lineare gebrochene Function 


der willkürlichen Constanten ist. 
(Von Herrn Georg Wallenberg in Berlin.) 


Die Riccatische Differentialgleichung zeichnet sich dadurch aus, dass 
ihr allgemeines Integral eine lineare gebrochene Funetion der willkürlichen 
Constanten ist. Geht man von dem Integral 


+7,02, 
1. y- Tl 
(1) Eyırtnd 


aus, worin > die willkürliche Constante ist und 7ı, 7, &, &; Funetionen der 


unabhängigen Veränderlichen z mit der keine Einschränkung enthaltenden 


“. ı 


. 1 | ” 10° . 
Bedingung 2: = 1 bedeuten, so erhält man durch Heraufmultiplieiren mit 


4:52) 


dem Nenner und dureh Differentiation: 
71 (y—n) +7.(&y— 7) = U, 
Yı Sy +&y- + &y+by —n,) = 0, 
und hieraus die Differentialgleichung: 


Syn, Sy—n; 
| ! ! ! ! ! ’ on 0 
&y +&y—-n, Sy +.y—n; 
oder: 
(2.) y = pt2py+py'; 
darin ist: 
Im Mal. mil al 
3 Br en. _ in „= |’ı®l. 
Tal. Pr Alan AT 


diese drei Coefficienten sind von einander unabhängig, sodass (2.) in der 
That die allgemeinste Riccatische Differentialgleichung darstellt. — Anderer- 
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seits hat das allgemeine Integral einer Riccatischen Differentialgleichung 
bekanntlich die Form: 

\ 1y,9ı+7,9 

(3.) ae er 
gY,Yyı T7.Y 

worin g,Y,, 9. JFunetionen von z bedeuten. Das Integral (1.) muss sich 
daher stets auf die Form (3.) bringen lassen; die Möglichkeit dieser Trans- 
formation geht auch daraus a priori hervor, dass sowohl n,,n., {,, &, mit der 


n,& ie 
Bedingung ; "\=1 als auch q,y,Yy, drei von einander unabhängige 
9 2 


(Grössen repräsentiren. Durch Vergleichung von (1.) und (3.) erhält man: 


! - - Ta 
y, = 4kanı Yı = ksı, 


y» = Aqn Yı = kon 


Andererseits ergiebt sich durch Differentiation: 


! „- Col N 1 Co 
Yyı = hksı han 
' a as » 1 So 
Y: _— !. -) | /. -) 
also: 
2’ 
at —{ı 
Yı 4 N; 
"age ge N, 
3 I ) m 
und daraus: 
2) L: 
> RL . 
r — — “r _— ), % 
) n.% ! 


folglich, wenn die Integrationsconstante gleich 1 gewählt wird: 
fr. da 
Die drei Grössen y,%Y.,g drücken sich daher folgendermassen durch die 


« 


n,6(#= 1,2) aus: 


foıdz Joıdz _ 
ae I, p=E_ 
are Ernb_brab,_,, 
Am, m, 7ı N: | 
darin ist zur Abkürzung 
n Gl \ I 
iı > ER > Me. 
2 wr Bi Pı: “ pr — P: 
i2> >- 


gesetzt worden. 












Wallenberg, über Differentialgleichungen. 


Wir haben diese einfachen Verhältnisse absichtlich etwas ausführ- 
licher behandelt, weil sie uns als Richtschnur für die Untersuchung der 
entsprechenden Differentialgleichungen höherer Ordnung dienen sollen. Es 
handelt sich also zunächst um die Aufstellung der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, deren allgemeines Integral die Form hat: 


2) u 9 =» % 
(1.) - Yım FY2N: ! Yanı ) 
ut. Fr 


Durch Heraufmultiplieiren mit dem Nenner und zweimalige Differen- 
tiation ergeben sich die drei Gleichungen: 
Ar jr ) Ar (7 „ w A PR 
Gy N)+Yr(&Y-N)+Y(&5y-n5) = 0, 
Ars (Tr ! pP PER Ar rt ‚ En nf .- 7 ! - a — () 
Y1\61% +G,9- 71) ya Yy to: Y -72)+Y3(63Y y-n)=0, 
(. „ ao N PTR 7 “- rn | “ei! mn a (9 7 a“ .ı it Bi | 
nlay +2sy Ha y-m)rylay Hey y-m)iylay +2oy+sy-na) =, 


und daraus die gesuchte Differentialgleichung 


LıYy-N. ya, syn 
“» ! y ! <o ! i <e! I < ! Se! : ! 
Yyroıy N GYtaYy-N. Gy+oy-n; = U, 


Sy" +2öy+üoy-n, Gyrzoyıoy-m, Gy+zoy+oy-n 
oder ausgerechnet: 
(II.) (Au+ A,y)y + (b,+ B,y)y + C,y + D,+D,y+- D;,y + D;y' — 0. 


Darin ist: 


zit N 
7, Mı Sı “ı Sı #ı 
FR. I. <e! Y fr 
A, = N, UR & D) A, = S» G» N: D) C, = — 2A. 
RR 7. . a 
nn, 13 6; 6; N3 
’ [2 I» co! ‘ar! 
7, Mı Mı ı 6ı Sı 
! 2 co co! Sol! 
D,=-—- M N. N: . D,= & & G; ’ 
| ! [2 177 co! “a!! 
N: Ns 93 GGG 
t <eor II 5 'n “.! ! < nm u 
Mm Mm 5 7 Mı Ss) sı Sı Hı c ı Mı 
I | | | 
N ' ' { aa < < ! ! \ en 
B,=2|, mo - mm 6b), B=2::bonm—- bb m, 
Fr ! <o! | | r 7 » “! E_ | | 2 | 
N N 5 MN 5 “3 63 N ıG; 3 N: 


”) Diese Differentialgleichung ist von Herrn Vessiot (Toulouse, Ann. IX. F.), dessen 
Arbeit mir leider erst nach Beendigung der meinigen durch die Güte des Herrn Lampe 
zugänglich gemacht wurde, in etwas anderer Weise behandelt worden. 
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il 

go ! It It 
D, zZ! no + nn . | -| mn 5 
! ol! ’ iz; <o ‚ - 
1 N : =3 1; 1 >) y ) l ; > 

Pe er zj a a’! E 7 
-ı 5ı Nı -ı sı ı »1 3 1; 
ce “| zi a»! “a! "» a!'! ! 
D; = aM — ah. Mm + an M 
u ? ai. 20 De, a j 
-3 5; N3 3 5 N3 63 N 


ie Verhältnisse dieser 9 Coefficienten repräsentiren 8 Grössen, die Ver- 
hältnisse der in ihren Determinantenausdrücken auftretenden Funetionen > 


“. 


lı9 
-i=1,2,3) 5 Grössen; es müssen also zwischen den Coeffieienten der 
Differentialgleichung (Il.) drei Bedingungsgleichungen existiren. Die eine 
ergab sich sofort; sie lautet C,= —24A,. Man erhält sie auch durch folgende 


Betrachtung: Die Differentialgleichung (II.) muss ihre Form bewahren, 
wenn man sie durch y = transformirt, da e dieselbe Gestalt wie y besitzt. 
Die trausformirte Differentialgleichung lautet aber: 
v(A,v + A,)o +v(B,o+B,)v -(2 A, + C,+2 A,v)e”-e(D,v’+D,v’+ D,e+D;) = 0. 
Damit sie die Form (1l.) besitze, muss in der That 
2A, +6, = 0 
sein; nach Division durch ® wird sie dann: 
(A, + A,vo)v +(B, + B,e)e —2 A, 0 — D,— D,ve-D,v’—-D,v = 0. 
Man sieht zugleich, dass A, aus A, BD, aus 5b, —D, aus D, und —D, aus 


D, dadurch hervorgehen muss, dass man die , mit den £, vertauscht, und 


hi 
umgekehrt; der Anblick der Determinantenausdrücke bestätigt dies. 

Die beiden übrigen Bedingungsgleichungen auf direetem, rein caleu- 
latorischem Wege zu finden, würde einen abschreckend grossen Aufwand 
an Rechnungen erfordern; wir schlagen daher zu ihrer Auffindung einen 
anderen Weg ein, der verhältnissmässig schnell zum Ziele führt. — Wir 
stellen die Frage: „Wann lässt sich 


(I ) y et Y;: N, —+ Ya N, + Y. 7 
°) Rn i= \ iM “ 5 
Yısı TYaSe FT Ya 55 


in einen Ausdruck von der Form 


(IIT.) y= 1 Y,Yı + 97:92? +7,93 


ANY trrhtr N: 
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transformiren?*“ — Da die Verhältnisse der n,&,@=1,2,3) fünf von ein- 
ander unabhängige Grössen, dagegen y,.9%:,Y, q vier solehe Grössen re- 


präsentiren, so müssen, wenn dies der Fall sein soll, die 


»&, eine Be- 


dingungsgleiebung erfüllen. In der That ergiebt sich durch Vergleichung der 


beiden Ausdrücke für y: 


! u i r 
yı=Agn,. y=AL,, 
! 7 


y=hqn. Y=kın 


Y = Ag: 9 = ic, 


Andererseits erhält man durch Differentiation: 


! . «os! „te 
Yyızkaırtka, 
N ner „le 
Yı= kath ca, 
! » Ce! „1. 
Yy=zılııthkz 
also: 
y' 
I » 
' Gr 1 4 
Yı a U % 
er ! Kup ‚| 
Y2 Dan h - 7 
>»:T7 ) >2 
! 
N, 
! | gi ı sı 
Yı 2 u N, 
’ ! 
Y3 [, En 1 ? N; 
a 
Daraus folgt: 
“w' w! 
N, >1 7,51 
' er je 
ER m a N: = niEz nz s3 | 
) el m 
Ns G, N, 


Die gesuchte Bedingungsgleichung lautet also: 


p | ’ ! 69 !ı 
Nı®ı 7,6: 7181 NS: | = 0 
Er a pr .- “wr | NOER . 
UP 7 | N 63 N, “ N; os. I 
Nun ist aber:*) 
ce! 
[7 < ce ce m “ | 
ıN,-27&6ın., N,22&ıNn, | a cr 
| = NM » 
n,53 519, N103 7513 


Hätten wir in den vorhergehenden Gleichungen 7, bezw. n, statt n, 
bevorzugt, so wäre 7, bezw. n, als Factor vor die letzte Determinante ge- 


*) Vergl. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, 1881, p. 16—20, 


und p. 69. 
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treten; da 7,,7%,77, nicht sämmtlich verschwinden dürfen, so nimmt unsere 
Bedingungsgleichung die elegante Form an: 

nı &ı &ı 
(4.) A, . G a =U. 


Im! 


N" 


h 


U 


v 


Es leuchtet ein, dass diese Bedingung auch hinreichend ist; dieselbe bleibt 
bestehen, wenn die n, oder die {, mit einem gemeinsamen Factor multi- 
plieirt werden. 

Es mögen nun, um sogleich den allgemeinsten Fall zu behandeln, 
die 7,&; in (l.) die Bedingung (4.) nicht erfüllen, also A, +0 sein, so 
setzen wir: 


Be 
also 
ee = | . 
y+9' 
dann wird 
Aus AuEA: 


= . a u 4 
Y; (n, Tr 0°, ) +7, (n: +05)+7,(m; . 05) 


und es kann nun d so bestimmt werden, dass die neuen Functionen die Be- 
dingungsgleichung (4.) erfüllen; dieselbe lautet nämlich nach gehöriger 
heduetion: 


oe 


4 ! ' Cor 
Sı M Mı +0%, 


- 


Se ! 


‚nn+ob| = 0, 


wg” 


ur 


! f \ Co 
3 N3 N3 12 Ö 3 


und daraus ergiebt sich 


N; N, > 
if 
NM Nr > 
\ 3 N; =; A, 
d= 1 =, 
»ı 91 1 A, 
> Co 
» 6% 
33 33 N; 


Ist d demgemäss bestimmt worden, so lässt sich nunmehr » in die Form (III. 
transformiren. Daher genügt ve, wie ich in einer in diesem Journal er- 
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schienenen ER Ar cezeigt habe, einer Differentialgleichung von der Gestalt 
(5.) oe +(p+3pe)e tm +pe+ (pp tp)e+pie =, 

und zwar ist Aa pı = g; ich habe daselbst diese Gleichung eine „Riccatische 

Differentialgleichung zweiter Ordnung“ genannt, weil sie sich ihrerseits durch 

eine logarithmische Substitution in eine lineare homogene Differentialgleichung 

dritter Ordnung transformiren lässt. Die Differentialgleichung (11.) lässt sich 


also durch die Substitution y = sy in eine hiccatische Differentialgleichung 


zweiter Ordnung transformiren. 

Genügen die n7,{&; der Bedingungsgleichung (4.), d.h. ist A,= 0, so 
ist auch ©, =0, und es muss bereits die durch A, dividirte Differential- 
gleichung (Il.) die Gestalt (5.) haben, woraus sich die beiden restirenden 
Bedingungsgleichungen zwischen ihren Coeffiecienten ergeben. Ist abeı 
A, +0, so muss n. OÖ. die dureh A, dividirte Differentialgleichung (II.) durch 


... ae l ” A ' a 
die Substitution vo = „Aus (9.) hervorgehen; sie besitzt daher die Gestalt: 


| yHo)y —-2y +y Bpı+pd 40 +puy)+ II" — 20" 

+ (3m + pP) md’ —p,d’— (pp +pi)d —p! 
| + (0 +9," — 390° — 290) pp -Ppi)y- Bpd+p)y’—py’ =. 
Dividirt man die Differentialgleichung (II.) durch A, und benennt die 


— 
u. 
“ 

er 


Determinantenquotienten mit den entsprechenden kleinen lateinischen Buch- 
)  Yyra)y —2y +bt+by)y tdtrdy+dy’+d,y’ = 0 
Dureh Vergleichung von (7.) mit (6.) ergeben sich dann die beiden 


staben, so lautet sie mit Berücksichtigung der Relation (0, = —24A;: 


gesuchten Bedingungsgl biohuigen. 


ie) 
9d, = —3a,a, +?2a, +a,b,—-3a,b,—a,b,b,—a,a,b, +2a}b: 
l l l 
(8.) +3a,b,+9a)d,— 18a}d,—b,. 
| 3 d, = — 4 + a,b, + a,b, + ba,d,— 9a,d,—b,—b,b.. 


Dieselben stellen gleichzeitig bemerkenswerthe Determinantenrelationen dar: 
sie sind in der That so eomplieirt, dass sie sich auf direetem Wege wohl 
nur mit einem übergrossen Aufwand an Rechnungen hätten finden lassen. 
Zum Schluss möge noch kurz angegeben werden, wie die oben auf- 
geworfene Frage sich allgemein erledigt: Die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass 
er 


as # l 12 2 4 ar] Pr — 
/ı G; 77 ht I.Yuba 


\# - 
\ _ 


*) Dieses Heft S. 198; daselbst muss v? statt #° stehen. 
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sich in die Form 
1 Y, y; - Ya y\, -+- un" - Yn Yu 
4 YıYı 7 Y2Y%: +7 YnYn 


bringen lasse, ist das Bestehen der Gleichungen: 


Fu 


9 “1 


N Si sı 
n66| = 0 (k=3,4...n), 


N: ok Sı 


aus denen übrigens das Bestehen aller Gleichungen 


6656| = 0 (r,s,t=1,2,3...n) 
N >: C 
folgt. 
Ist n=3, so lässt sich, wie wir gesehen haben, stets eine Grüsse d 
I oO 
. l ' . 
so bestimmen, dass o= —— die oben angegebene Eigenschaft besitzt. 


y+9 
Ist n>>3, so ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
sich so bestimmen lasse, das Bestehen der Gleichungen *): 


N, sı Mı si 
- 


ee ee 


Es sei noch bemerkt, dass es z. B. für n=4 ohne Bestehen der 
letzten Bedingungsgleichung nicht etwa möglich ist, durch die allgemeinere 
lineargebrochene Substitution 
ay-+Pp 
yy+90 
die oben angegebene Eigenschaft zu erzielen, dass dagegen, wenn diese 
Bedingungsgleichung besteht, die Substitution 


® 


TEE 
y+o 
zu diesem Zwecke ausreicht. — Eine genauere Untersuchung der ent- 


sprechenden Differentialgleichungen behalte ich mir vor, 


*) Wegen der nöthigen Umrechnungen siehe Baltzer a. a. 0. S. 64. 
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Ueber die einer linearen Differentialgleichung »-ter 
Ordnung adjungirten und assocürten Differential- 


gleichungen »-ter Ordnung. 
(Von Herrn E. Grünfeld in Nikolsburg.) 


Ist 


1" Je—! 
(1.) Py)= tn gt tmay = 0 


rl 
eine homogene lineare Differentialgleichung »-ter Ordnung, deren Üoefficien- 
ten 91,...,9. Functionen von x, und 


D(y,. Y:, > y„) . D, 
die Determinante eines Fundamentalsystems von Lösungen y,,...,%, der- 
selben, so genügen bekanntlich die » Grössen 


1 oD, 1 oD, 1 oD, 


(2.) Ua), =D, öya-D? U, DD. öy“ 7 + %m, D„oy4=» 


für jedes k=1,2,...,» gleichfalls einer solchen Differentialgleichung: 
i d’u ’ 
(3.) Q,(u,) = er + 1 


deren Coeffieienten 94 -..,9,, Sich rational aus den p, und deren Ableitun- 
gen zusammensetzen, und welche die „Adjungirte der k-ten Zeile“ genannt 
wird (d. J. Bd. 115, 8. 329ff.). 

Da, von einem constanten Factor abgesehen, 


(4.) I 


n 


d" “ U(k) 
+ 


+ neun + Qnrdx) u v, 


ist, so können die Ausdrücke (2.) in der Form geschrieben werden: 


- us „Jede jagt ei /pıdz 
(5.) day, ZN ren Un, > Nm, e 
wenn gesetzt wird: 
OD, oD, 


r e = ) N ... rn E =9I 
ya) OrE ’ öya-n, Mn 
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so dass also 74,3 +++, N, die Adjuneten der Elemente der k-ten Zeile in 
D(yı,-.-,49,) bedeuten. Wenn nun gemäss (5.) in der Gleichung (3.) die 
Substitution gemacht wird: 


„| . /» dx 

(5.) %r, — Nay‘ © 
so verwandelt sich dieselbe in 

. 9 dr 

(6.) OU) zei" Rama) = 0 
wo 

d" nk) dpa 
a, DN i ee 
R,(na)) 24 dx” + Nik da" -! 4 Tr N) 


ein homogener linearer Differentialausdruck »-ter Ordnung ist, dessen Coeffi- 
cienten ganze rationale Functionen der g....,9.,. und deren Ableitungen 
sind. Wenn also die Determinante D, nach den Elementen der %k-ten Zeile 
entwickelt wird, so genügen die durch dieselbe dividirten Adjuneten dieser 


f 


Elemente, d. i., die Grössen (2.), der Differentialgleichung (3.), diese Ad- 


\ 


sen der Differentialgleichung: 


(d.) Rn) = 0, 


juneten selbst: 7a» Ns: +, 7a, aber genü 


deren Coefficienten gleichfalls rational aus den p, und deren Ableitungen 
zusammengesetzt sind. Diese letztere Differentialgleichung mag als die 
„Associirte der k-ten Zeile* bezeichnet werden. Zwischen derselben und der 
Adjungirten der k-ten Zeile findet gemäss (6.) die Beziehung statt: 

(8.) R,(na) = D(yı, Ya - : +, Yu)» Or (du) Kal: 2% 


Was diese neuen Veränderlichen n.,, betrifft, so sind dieselben nur 
eine besondere Art derjenigen, welche, wie Herr Fuchs gezeigt hat*), sich 
aus den Partialdeterminanten der verschiedenen Ordnungen in D, bilden 
lassen und die homogenen linearen Differentialgleichungen genügen, deren 
Coefficienten rational aus den p; und deren Ableitungen zusammensetzbar sind. 

Bezeichnet 3 = a,, die Adjungirte der »-ten Zeile, so ist die Deter- 


minante der Adjungirten aller » Zeilen (d. J. Bd. 117, 8. 288): 





(9) ua, = D(21 32 - - 3.) (ki 1,2.) 
oder auch: 

(10.) ta, = D(yu Yo + +90); 
da (Frobenius d. J. Bd. 77): 

(11.) Para Di. .,8)j)= 1 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1888, II, S. 1115M. Vergl. auch 
Forsyth, Philosophical Transactions, vol. 179. p. 424 sqq. 
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ist. Zufolge der Substitution (5.) ist aber 


u, - Ina, ; (e/”"y a ma, Diyı PM Yu)" 


woraus mit Rücksicht auf (10.) folgt: 


(12.) na,| = D(yı, Ya -.,4)" 


(k,i= l,2,..., N), 
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sodass also die Determinante der Associirten aller » Zeilen gleich der (»a—1)-ten 


Potenz von D, ist. 


Der Kürze wegen werde 7.,=&, also 7., = 5; gesetzt. 


Wird in 


a. ” R% Yıdz z. 
Gleichung (11.) gemäss (5.) 3, = N ae @=]1,...,n) substituirt, so ver- 


wandelt sich dieselbe in: 
D(y... 
oder, weil, wenn y,Yı,. 
(13.) D(yy.- 
ist (Frobenius, d. J. Bd. 77), in: 
Dia, .: u) DIE: 
oder zufolge (4.) in 
(14.) DeuEn.. 


(semäss (12.) ist daher: 


“ C,.) ri; D(y:. Ya, weh 


na, gr D(S. En ® 


Se 
nn) 
.... =n 


u. Y.) 


Ya pıdz pıdz 
„4. D(&e/ 122% 5.e/ ) =1 
4. beliebige Variabeln bedeuten, 


49.) y"-D(yı.. 


9) 


„Se y=1 


n—|1 


(ki 


1, 2,0. N), 


welch letztere Beziehung derjenigen in (9.) analog ist und aus dieser durch 


die Substitution (9.) auch unmittelbar hervorgeht. 


Es gilt ferner die Beziehung (d. J. Bd. 115, 8. 332): 


RE ya! 
“2 Un) 


| D(yı,y. . 
(15.) Days Yan ++ %n,) Fr Dey,y 
1 2? 


n I 


durch Anwendung der Substitution (d.) und Berücksichtigung der Formel (13.) 


geht dieselbe über in: 
(16.) D(ny, Ns: 
Denn es ist (Frobenius, d. J. Bd. 77): 
D’y,.- 

woraus mittelst der Substitution (d.) sich ergiebt: 
D (Cor Ger ...- C) au; D’yı Yn+» 





2 1) u. D(y:, ya, .. 


Die Beziehungen (14.) und (16.) lassen sich verallgemeinern: 


+ Yu) D (Bu) 3242 + 2.) = D(yu-- 


* Yy.)" PR 


) Y.) 


9): D(yn Ya); 
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welche Beziehung gleichfalls für z=0,1,....n—1 gilt, und aus der für 
z=0 die Beziehung (14.) hervorgeht. Ferner ist (d. J. Bd. 115, S. 334): 
Din... ’ 

D(ys..., m)" D(Yarıı Yarzı Ya) Rehm) 
Diese Beziehung verwandelt sich mittelst der Substitution (5.) in die folgende: 


P\ 


<e i un et ' ' a w. ! 
1(.) D(na, N 1) en Na),) EM D(y,. Y:, u... y,)“ , D(yııı, Y.+2 u. Y (a—l,... n) 


D(u), U es U), —— 


die für z=n in die Gleichung (16.) übergeht. 


2. 

Mittelst der Formel (17.) lässt sich die Differentialgleichung der 
Assoeiirten der ersten Zeile in Form eines symbolischen Productes dar- 
stellen. 

Es ist nämlich (Frobenius, d. J. Bd, 77): 

d D dyna 


Bi | 5:6 
ı 1), D„-ı de D,D,_ dx deD,D, dx D. 


EN is Pain N a in h ER ‘ FE 
wenn der Kürze wegen D, = D(na, Nu: +N7um,.,2= 1 2,...,n gesetzt 
wird. Zufolge (17.) ist nun: 


D (may + + +» 9%1,) Br D(yı,....yn 


D (na), 0 N),_,) D(y,) 
und 
Dina ++. 2)" eT. D(yi+ı, Yir2y + + Yn)” 
Days +++ Na)" Pina +-+920;—1)  Plyirz-- + Yn)- D(yis..., yu) 
weshalb A,(n.,) übergeht in: 
Ra) = D(yı,....yn) d Diy)’ d D(ya-ı, Yn)' d 
718.) an D(y,,) dx D(y„-ı,y.) de D(y,)D(ys_2, ya-ı, y.) de 
ft d D(y,..., yn)- d na) 
dz D(y;,...,y„)D(yı,...„yn)deD(y,...,Y,) 





Vergleicht man diese symbolische Darstellung mit derjenigen für die 
Differentialgleichung der Adjungirten der ersten Zeile (d. J. Bd. 115, S. 335), 
so ergiebt sich: 
(8.) R, (n,) = D(yı, Ya -- - 9) OL (u), 

übereinstimmend mit Formel (8.) für k=1. Umgekehrt kann man aus der 
symbolischen Darstellung von @,(#.,) diejenige für AR,(n.,) vermittelst ($'.) 
sofort in der obigen Form ableiten. So lässt sich auch mittelst der für 
k=n aus (8) hervorgehenden Formel: 


(8) Rn) = Din ++ 9m)" On(%u)) 
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aus der symbolischen Darstellung für die Differentialgleiehung der r-ten 
Adjungirten (Frobenius, d. J. Bd. 77): 
De d d Di-ı d D, 
0, m) = Pı(2 I eD, D, de dxzD,D, » deD,_, ’ 
wo jetzt D, = D(y,, Ya -- -, 9.) ist diejenige für die Gleichung der Associ- 
irten der »-ten Zeile in der Form herleiten: 


y D.D, d D! d Fe TO 
Rn D deD, D, de dxD,D,_» deD,_, 


wo gleichfalls D, für D(y,,...,y,) geschrieben wurde. 
Wenn die Differentialgleichung (1.) diejenige mit ceonstanten Coeffi- 
eienten ist: 


| dr d"—'y 
(19.) P(y) = nn + Äh 


Freie tay=d, 


so fallen die » Adjungirten in eine einzige zusammen, welche die Form 
hat (d. J. Bd. 117): 
z u ern dr u 
(20) P,w)= k,-—— + k: ‚+ +-D’ku=0. 


dx “ dir" 

Es fallen daher auch die Associirten aller » Zeilen in eine einzige zusammen, 
die aus (20.) durch die Substitution (5.), welche jetzt die Form hat a = e"*-r 

€ d de Soefficienten ganze rationale Funetionen v en 
hervorgeht, und deren Üoeffieienten ganze rationale Functionen von deı 
li, Äy,..., 4, sind. Die symbolische Darstellung dieser gemeinsamen Associ- 
irten geht aus derjenigen für die Gleichung (20,) (d. J. Bd. 117, S. 279) 
mittelst der Eormel (8) in der Form hervor: 


d d 
R (1) = er: trt ++ a)E_ ge” („—r)e_ er) en _ 
ı\ ı) dx dx dx 
; n en z ie RETTET — () 


WO r1,..,7, die Wurzeln der Gleichung r"+A,r”"+--+Ak,=0 sind. 
Ist ferner die Differentialgleichung (1.) die folgende: 


i AM „Re 
(21.) P(y) = Fr ’ dar -ı "2 de a Auge v, 


wo die A,...,#, wieder constant sind, so sind die Differentialgleichungen 
der » Adjungirten von derselben Art wie (21.) (d. J. Bd. 117. 
Substitution (5.) in diesem Falle die Form annimmt: 


) und da die 


“ET 


——— rn 
u= rn, 


so folgt, dass auch die Differentialgleichungen der » Associirten von (21.) 
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so beschaffen sind, wie diese Gleichung selbst. Für diese letzteren 
Gleichungen gilt die gemeinsame symbolische Darstellung: 


n(n+1) 
ntrste tra tk —— d d d 
R . za > Een 'n—1 +1 „en 1T tn? +1 2 
(Na) Zn 2 E 
n(n—1 
d “rn +1 d — (rn +r, ++ +r,)—k+1 } u ) 
en Er - 1 —- rT > R | E 0 
dx dx 1%) 


(k=1,2,..,2), WO r,...r, die Wurzeln der Gleichung: 
r(r- 1)... (r—n+l)+kr(r-1)...(r—n+2)+..-+k,_,ırtk, = 0 
sind (Vergl. d. J. Bd. 117, S. 284). 

Die Variabeln w,,), %>,...,%, sind (d. J. Bd. 117, S. 274) durch das 
folgende Gleichungssystem mit einander verbunden: 
du) _ due, duo) 
de — Pad dr = Pn-ı3 —- Ucıys da = Pr 3 — Un) ... 
(22.). 

du,, 


| ...,. dx = Pı,3 Un), 





\ 


wo wieder z= u, gesetzt ist. Durch die Substitution (5.) 


) verwandelt sich 
dieses Gleichungssystem in das folgende: 


(23.) dna | 


dx TPı9ay) — Pa-.> Ne)» 


Anm 


d.r 


durch welches demnach der Zusammenhang zwischen den Variabeln Nm, 


ce 


+P,Na) = Ps —Nn-1: = Na 





<o 


Yey++y Nm ausgedrückt ist. Wegen der Identität von & mit n,, lautet die 
letzte der vorstehenden Gleichungen: 

(24.) a = — Na-1)ı 
welche Beziehung aus der Bedeutung von n,„_, und, unmittelbar sich 
ergiebt. Bei diesem Anlasse bemerke ich, dass die Adjungirte der (n—1)-ten 
Zeile @,„_,, sich in der geschlossenen Form darstellen lässt: 


d 
PU» .... Yz—ı, Yx+ ly ++ .,9 Yn) 
_ (— Dr RAR . (#2 =1,..,n) 


(25.) u Bee) 


(n-1), 
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woraus zufolge (5.) die Gleichung (24.) ebenfalls hervorgeht. Mittels (25.) 
lässt sich die letzte der Gleichungen (22.) unmittelbar verificiren. Denn 
schreibt man dieselbe in der Form 





ducn), = i 
u — Un), tPı%n), —A,.un 
und setzt (d. J. Bd. 115, S. 332): 
d 
| Pb 
da “ D(y,, Yayıı Yn) 


und (Frobenius, d. J. Bd. 77): 
n x D(Yıs -- + Yx—1, Yx ve. Yn) 
or ” ?, En \ 1) pi D(y,. r En ee 
so geht dieselbe über in die folgende: 





4 Diyır sn Hat) Yadtsees Yu) “ei 
d.r D(y,, Ya; -- + Yu) 
d d 
I Pu. %% 1, Yxtiy ers Yu) D(y, yon Ya Yehtzenn Yu)" gr D(y,;Ya3 +++, Yn) 
D(y,,Y33 ---,Y%n) D(y,,Y2> +: Yu)" 


deren Richtigkeit unmittelbar ersichtlich ist. 


Mittels der Gleichungen (22.) kann man %cıy, %ay ++, un.) durch die 
Adjungirte #,., = 3 in der Form ausdrücken (dieses Journal Bd. 117, 8. 275): 


d d’ ı d"—*z 
(26.) un = Ppar3— 4, (Pa-r-13)+ 43 (Pa123) +1)" de" 
(ke, ... 9) 


In gleicher Weise lassen sich die Assoeiirten 7.41 2729 ++ 7%.) durch 
die Assoeiirte 7, = vermittelst der Gleichungen (23.) ausdrücken. 


So ist 
dt dd dT 
een =. Nn—2) = p:S+Pp: 7 de?’ 
0 d£ d’i di | 
7-3) = (Ps PıP:—P2)5 — (PıtPıt-P:) 2 2pı 2” 2 („= 2) 


u. s. w.; diese Ausdrücke sind jedoch nicht von so einfacher Form wie die 
vorstehenden für die %,). 


Zwischen der Differentialgleichung (1.) und ihrer »-ten Adjungirten 
besteht bekanntlich die Beziehung: 


(27.) sPQ)+(-1""yPı@) = 4, P@, 3) 
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wo 

ie BR dz\ d"°y d d"1g\ 

a Me un Eu His En ra 2 RE uns er 

Py)=3 5. +(m3-)4 + (m -,(m9)+ +07 )y 

ist. Dieser bilineare Differentialausdruck lässt sich zufolge (26. 
Form darstellen (dieses Journal Bd. 115): 


a a, 
/ nt d ( 
Y 2)  —— Un) de" eis) dr’ > Ede - "TOR 2 4 U). 


in der 


Dieser letztere Ausdruck aber verwandelt sieh dureh die Substitution 
(5.) in den folgenden: 


of u I ey a"y Ä dy | ‚fpdz 
P(y, Se > )= N) it Id ga Tg T III 5; 


ie 


der, wenn Na-1) Mn-29 +++ Na, durch ihre Ausdrücke in Z ersetzt werden, in 


einen bilinearen Ausdruck R(y,{) ähnlieher Art wie P(y, z) übergeht, und 
da andererseits gemäss (8".) 


(Fp /p,d« 
P,(&) = R,(ö): e 
ist, so verwandelt sich die Gleichung (27.) in 


E-PW-+-D'y-R,&) = ER, He"), 


wonach also der Ausdruck links erst dann ein vollständiger Differential- 


quotient wird, wenn derselbe mit e/”““ multiplieirt wird. 
4. 
Die Coeffieienten der » Differentialgleichungen 
(28.) Qu) =) ER Ta 


sind stets Funetionen derselben Beschaffenheit wie die der Gleichung (1.) 
selbst (dieses Journal Bd. 117). Gleiches gilt nun auch von den Coeffi- 
cienten der » Associirten 

(29.) Rn) =, K=1,2%...0) 
wie dies aus der Entstehungsweise dieser Gleichungen unmittelbar hervor- 
geht. Hat die Differentialgleichung (1.) insbesondere die Gestalt: 

(80.) u, d"='y 1 Pı(®) 2 a, 


z da" 2°? da"? 


Y = 0, 
wo die p,(x) in der Umgebung des Punktes e= 0 eindeutig und stetig sind. 
und ist 


31.) r(r—1)... (r-—n+1l)+p,(O)r(r—1)...(r—n+2)-+-+p,_,(O)r-+p,(0)=0 
Journal für Mathematik Bd. CXXT. Heft 3. 29 
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die auf diesen Punkt bezügliche determinirende Fundamentalgleichung, so 
haben die Gleichungen (28.) gleichfalls die Form (30.), so zwar, dass ihre 
determinirenden Fundamentalgleichungen die Wurzeln 

(32.) —r,+k-1, —n+k—1,.., r,+hk—1 k=1,2..n), 
besitzen, wenn r,, 73, ..., 7, diejenigen der Gleichung (31.) sind (dieses Journal 
Bd. 117). Demnach sind auch die Differentialgleichungen (29.) von der 
Form (30.), und die determinirenden Fundamentalgleichungen derselben 
besitzen Wurzeln, die wie folgt sich ermitteln lassen: Gemäss (4.) und (5.) ist 

(35). Ma, — Um," D(yı, . Y.); ie eh 
wo jetzt die #,,, reguläre Integrale (Thome, dieses Journal Bd. 75), somit 
von der Form sind: 


gtrk-1 


’ PER r 
Un, = 7 


Pw,), 

worin die wie F beschaffenen Funetionen Yu, für «= 0 nicht verschwinden 
(Fuchs, dieses Journal Bd. 66). Andererseits kann, wie Herr Fuchs gezeigt 
hat (dieses Journal Bd. 66), die Determinante D(y,, %:, ..., y,) auf die Form 
gebracht werden: 


n(n—1) 


D(y.. ae 4.) nn FT Ri ei Pfa- j ver), 
wo (a) in der Umgebung des Punktes z = 0 eindeutig, stetig und für x = 0 
von Null verschieden ist; daher verwandelt sich (33.) in: 


5) \ n(n-—-1) 
(34.) Ä EN 4 6 Dale ER 5 EEE Lit Bun Ben („e\ 
m; — 7 nr WE) 


wo die %.,, Funetionen derselben Beschaffenheit sind wie die Pay; In der 


Gleichung (31.) aber ist der Coefficient von r""': 


Pa: 
daher ist 
Ze Pr 2 ER ne 32T u 1. Saar az - “ 2 —P, (0), 
weshalb (34.) übergeht in 
(35.) Na, = ©” rtk—1—p(o), Ya, (x) ki. n). 


Aus Gleichung (35.) folgt demnach, dass die Wurzeln der deter- 
minirenden Fundamentalgleichung, die zur Differentialgleichung der Associirten 
der #4-ten Zeile gehört (k=1,..., »), gleich sind den um p,(0) verminderten 
Wurzeln derjenigen determinirenden Fundamentalgleichung, die zur Differential- 
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gleichung der Adjungirten der A-ten Zeile gehört; es ist, wenn, die ersteren 
Wurzeln mit o,, 0, ..., 0, bezeichnet werden 


on, = -nt+k—1-p(0), 0,=-n+k—-1-p (N), ... 
86) | (X) ı\ (R) I 


Pr), = —r.+ k—1-—p,(0 j 


Zu diesem Ergebnisse gelangt man auch auf folgende Weise: 
Gemäss (5.) ist nämlich jetzt: 
fe) 4: 


N — Un,’e 


da aber 


(x (o Bi #E N . | 
BR) m ) +f(z) ist, wo f(z) in der Umgebung von 2=( ein- 


An 


deutig und stetig, somit 


.— / p(z) ix — / Y(z)dı 
e « x En 2” p ( ) \ f 


so wird nach Einsetzung des Werthes von #,,: 


N 
r ver / (4 r 
u An f 


N = T po (2)-x pP ,e 


woraus sofort der Werth für 7.,, in der obigen Form (35.) hervorgeht. 


U 


Es werden die Wurzeln r,,r;,...,r, in Gruppen von der Art ein- 
getheilt, dass in einer jeden nur solehe Wurzeln vorkommen, die sich um 
Null oder reelle ganze Zahlen unterscheiden. Sind r,.r;,....r, die Wurzeln 
einer solchen Gruppe (R), so geordnet, dass für «<Z/% die Differenz r,—r; 
nicht negativ ist, so giebt es (Fuchs, d. J. Bde. 66, 68) A Fundamentalintegrale 


der Differentialgleichung (30.) von der Form: 


(=, 9%=E"|patYp2loge],... 
Os E Sur 
y,= put Ypalogc+t-+Yy.(llogr 

Sind die Wurzeln r,,...,r, alle von einander verschieden, so kann es vor- 
kommen, dass in der vorstehenden, mit (S.) bezeichneten Gruppe von 
Integralen alle Logarithmen verschwinden (Fuchs, d. J. Bd. 68, 85. 375—378). 

Die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung, die zur 
Adjungirten der k-ten Zeile gehört, sind nach (32.): 

sw,=-ntk-1, sa, -ntk—1 Paar Br re Ss = —Tr, == —1 ( 1,..Nn)" 


silden daher r,,...,r, eine Gruppe (R), so bilden wegen sy, —su. = — (r.—r;) 


>2g* 
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die Wurzeln say, --., 5, gleichfalls eine Gruppe (R,) von der Art, dass je 
zwei derselben sich nur um Null oder eine ganze Zahl unterscheiden. Da 
die Adjungirte der %-ten Zeile in Bezug auf den singulären Punkt x = 0 
sich genau so verhält wie die Differerentialgleichung (30.) selbst, so besitzt 
dieselbe A Fundamentalintegrale: u), %y, ++ %a,, Welche zu den Wurzeln 
der Gruppe (R,) als Exponenten gehören und eine Gruppe (S,) von ähn- 
licher Beschaffenheit wie (S) bilden. Sind zwei oder mehrere von den 
Wurzeln r,,...,r, einander gleich, in welchem Falle die Gruppe (S) noth- 
wendigerweise Logarithmen enthält, dann sind auch die entsprechenden 
Wurzeln der Gruppe (R,) einander gleich, und in der Gruppe ($,) treten 
dann ebenfalls Logarithmen auf. Von Herrn Jürgens aber ist gezeigt 
worden (d. J. Bd. 80, S. 150—168), dass man aus einem Systeme von 
Integralen der Differentialgleichung (1.) von der in der Gruppe (S) be- 
findliehen Art ein ebenso geformtes System von Multiplicatoren derselben 
herleiten kann. Daraus folgt, dass in der Gruppe (S) von Integralen der 
Gleichung (30.) und der zugehörigen Gruppe (S,) von Integralen ihrer »-ten 
Adjungirten stets gleichzeitig Logarithmen vorhanden sind oder nicht. Da 
nun ferner, wie aus dem Ausdrucke für w,, in (26.) unmittelbar hervorgeht, 
einem mit Logarithmen behafteten Integrale z3 der »-ten Adjungirten solche 
Integrale a, der übrigen Adjungirten entsprechen, die gleichfalls mit Loga- 
rithmen behaftet sind, so folgt, dass in den Gruppen ($,), (S,), .. ., (S,) Loga- 
rithmen vorhanden sind oder nicht, je nachdem solches in der Gruppe ($) 
der Fall ist oder nicht. 


Aus (36.) geht hervor, dass die Wurzeln: 


993 Pina sr Om, 
ebenfalls eine Gruppe (R;) der angegebenen Art bilden, und da ferner die 
7, von den %,, Sich nur um den Factor D(y,, Ya ---,%.), welcher von Loga- 
rithmen frei ist, unterscheiden, so ergiebt sich, dass in der zur Wurzelgruppe 
(R}) gehörigen Gruppe ($;) von Integralen: 74, Ns ++, der Associirten 
der %-ten Zeile gleichfalls Logarithmen auftreten oder nicht, je nachdem 
dies in (S) der Fall ist oder nicht. 

Zum Schlusse bemerke ich noch Folgendes: Jedes der » Systeme 
von Integralen: “u,-.,%%@, (k=1,...,n) der » Adjungirten, welche dem 
Systeme der Integrale y,,..., y, der Gleichung (1.) entsprechen, ist mit diesem 
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gleichzeitig linearunabhängig oder nicht (d. J. Bd. 117, S. 290). Da nun, 
wenn eine Gleichung von der Form: 


CU, tt, tr tC,un, = 0 


mit den von Null verschiedenen Constanten c,, 6, ..., ec, stattfindet oder nicht, 
auch die Gleichung: 


—/[ mdz 


stattfindet oder nicht, so folgt, dass auch jedes der » Systeme von Integralen: 
Na nNm, (k=1,...,n) der » Associirten gleichzeitig mit y,,..., y, linear- 


—/p.dz + 


C Un, e 


. + 6,4), € = CN, te... +C,na,, —() 


unabhängig ist oder nicht. 















Zur Theorie der singulären Punkte einer Raumcurve. 
(Von Herrn Alfred Meder in Riga.) 


In den meisten Darstellungen einer Theorie der ebenen und Raum- 
curven wird gewissen Grössen, deren analytischer Ausdruck 'ein Wurzel- 
zeichen enthält, wie z. B. dem Bogenelement oder dem Krümmungsradius, 
ein constantes Vorzeichen beigelegt. Im Folgenden soll gezeigt werden, 
dass diese Annahme in gewissen singulären Punkten eine Unstetigkeit der 
Differentialquotienten dieser Grössen bedingt und andererseits die Annahme 
der Möglichkeit eines Zeichenwechsels in diesen Punkten die nähere Unter- 
suchung derselben bedeutend vereinfacht. 

sl. 
Das Bogenelement. 

Es seien die Goordinaten der zu untersuchenden Curve als eindeutige 
Funetionen eines Parameters £ gegeben, welche für ein gewisses Intervall 
dieses Parameters, das den betrachteten Punkt enthält, sammt ihren Ableitungen 
bis zu einer gewissen Ordnung hinauf endlich und stetig sind: 

2 p 


! „it ! 2 f !»? 
e= aut rttT 5) Tr 9» Yot+Yyol-+Yı 2 +, 3=3 +31 720 >) Dr 


In einem singulären Punkte können einige der ersten Ableitungen 
von z,y,3 verschwinden, und zwar verschwindet, wie ich in einer früheren 
Abhandlung*) gezeigt habe, bei einer allgemeinen Lage des Coordinaten- 
systems von jeder der drei Öoordinaten dieselbe Anzahl von auf einander 
folgenden Ableitungen. Es sei für den Coordinatenanfangspunkt 


(1.) yay'aiia 90 0, 
DW Ye Erreger oa ei 


I 


*) Ueber einige Arten singulärer Punkte von Raumcurven, Bd. 116 dieses 
Journals, 8. 53. 
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so dass in der Umgebung desselben (£= 0) die Coordinaten die folgende 
Gestalt haben: 

(2) z=t""(a+ttl)), yalttlbrte)), z3=t'(c+tle-)), 
wo a,b,c von Null verschiedene Constanten bedeuten und wobei offenbar 
der Fall des regulären Punktes in diesen Ausdrücken für n=0 ent- 
halten ist. 

Bezeichnet s die Länge des Bogens der Curve von irgend einem 

festen Punkte an gerechnet, so ist bekanntlich 

(3) s? = ty" +” 
und man findet leicht durch mehrmalige Differentiation dieses Ausdruckes, 
dass infolge der Bedingungen (1.) das nachstehende System erfüllt sein muss: 

.— u ne il EI. 


Ersetzt man in dem Ausdrucke (3.) z, y, 3 durch ihre Werthe aus den 
Gleichungen (2.), so erhält man in der That 

(4,) s = ’Vd-+t(--), 
wo d eine von Null verschiedene Constante bedeutet. 

Trifft man die Festsetzung, dass die in dem Ausdrucke (4.) auftretende, 
von den Werthen O0 und » verschiedene Wurzel Yd-+t(---) Ihr Zeichen nicht 
ändert, wenn dasselbe vorher durch irgendwelche Bestimmungen festgelegt ist. 
so sieht man, dass s beim Durchgang durch £=0 sein Zeichen beibehält oder 
umkehrt, je nachdem z gerade oder ungerade ist. Nimmt man dagegen, wie es in 
den meisten Darstellungen der Fall ist, an, dass s immer positiv sein soll, so 
zwingt man dadurch die von Null verschiedene Grösse Yd-+t(--) im Fall 
eines ungeraden » ihr Vorzeichen umzukehren; bei dieser Annahme bleiben 
8,8 ,...,80 stetig, während die folgenden Ableitungen im allgemeinen un- 
stetig werden, nämlich ihr Zeichen wechseln, ohne durch den Werth 0 oder 
© hindurehzugehen.: Will man also vermeiden, dass die Ableitungen von s, 
von der (a-+1)-ten an, unstetig werden, so muss man annehmen, dass s 
im Falle eines ungeraden », d. h. in einem Rückkehrpunkt”) sein Zeichen 
umkehrt. Funetionentheoretisch bedeuten diese Erwägungen, dass für = 0 
zwei Werthe von s’ zusammenfallen, ohne dass dieser Punkt ein Verzweigungs- 
punkt ist. Der analytischen Fortsetzung der Funetion s’ ist dann ein ganz 
bestimmter Weg vorgeschrieben und wir haben nichts anderes gethan, als 


*) A.a. 0.58. 64. 
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dass wir die Function sich auf diese Weise fortsetzen liessen. Bei unserer 
Festsetzung über den Zeichenwechsel von s’ ist beim Auftreten eines 
kückkehrpunktes die Länge s des Bogens der Curve ein Maximum oder 
Minimum, d. h. lässt man einen Punkt # die Curve durchlaufen und die zu- 
gehörige Tangente längs der Curve hinrollen, wobei wir festsetzen, dass die 
positiven Richtungen je zweier auf einander folgenden Tlangenten immer 
einen unendlich kleinen Winkel mit einander bilden*), so giebt s die Ent- 
fernung des jeweiligen Berührungspunktes von einem festen Punkte der 
Tangente an, mag P auf seinem Wege einen Rückkehrpunkt passiert haben 
oder nicht. Durch die von uns getroffene Annahme des Zeichenwechsels 
ist s auch steis gleich der Differenz der Entfernungen der beiden End- 


punkte des Bogens s von den entsprechenden Punkten einer Evolvente der 
untersuchten Curve. 


82. 


Der Contingenzwinkel, der Torsionswinkel und der Krümmungsradius. 


Gelangt man bei stetiger Aenderung der unabhängigen Variabeln 
zu einem Werthe i, derselben, für welchen die beiden Werthe der Function 


w=Yf(t), wo f(t) eine eindeutige und bis auf einzelne Pole stetige Func- 
tion von £ bedeutet, einander gleich werden, etwa gleich w,, und ist dieser 
Punkt i=1t, kein Verzweigungspunkt, so hat beim Ueberschreiten dieses 
Punktes jeder der beiden Werthe von » eine ganz bestimmte analytische 
Fortsetzung. Ist im besonderen 4,=0 und w,=0, so gilt in der Umgebung 
dieses Punktes die Taylorsche Entwickelung 
vo = wit t, 

in welcher die in @,, %,,... auftretenden Wurzeln für die eine der-beiden 
Werthreihen von ®» mit dem positiven für die andere mit dem negativen Vor- 
zeichen zu nehmen sind. Aus dieser Entwickelung ersehen wir, dass, wenn 
wir mit wachsenden reellen Werthen von £ fortschreiten, nach Durchlaufung 
des Werthes 2=0 jeder der beiden Werthe der Function ® sein Zeichen 
wechselt oder beibehält, je nachdem die erste nicht verschwindende Ab- 
leitung von w für diesen Punkt von ungerader oder gerader Ordnung ist. 
Besitzt dagegen wo für £= 0 eine Unendlichkeitsstelle von polarer Natur, so 


haben wir die Reihe 
1 1\ 1 
ed 


( 


! 


'? 
arte 
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aus welcher ohne weiteres folgt, dass ©, auch wenn es dureh den Werth & 
hindurehgeht, in manchen Fällen sein Zeichen umzukehren hat. 

Die speciellen Funetionen, denen wir uns jetzt zuwenden, genügen. 
wie man sich leicht überzeugen kann, in der T'hat denselben Voraussetzungen, 
wie die Funetion w, so dass wir ohne weiteres die eben angestellten Be- 
trachtungen auf sie anwenden können. Zwei solche Funetionen sind z. DB. 
die analytischen Ausdrücke für den Contingenzwinkel e und den 'Torsions- 
winkel w: 

(3.) >! f Ir Ge u FE Bere Gi dt, 
wo 4,B,C, 4 für folgende Determinanten gesetzt sind: 


u; 


A=ys'-y's, B=32"-:'c, C=ey"-e"y, 


ER: 
dI=ey ss 
2" ya" 


Trifft man die Festsetzung, dass, mit wachsenden Werthen von #, der 
Werth von e:dt gemäss der analytischen Fortsetzung zu nehmen ist, so 
ändert, da s” und dt stets positiv bleiben, e:dt dann und nur dann sein Zeichen, 


y 


wenn V.4’+ B’+C’ sein Vorzeichen umkehrt. und dieses tritt ein, wenn A, B, © 
Ihr Zeichen wechseln, was sich durch Betrachtungen ergiebt, die den in $ 1 
angestellten analog sind. Es sei für den betrachteten Punkt 
Heila- N IS, 
B+Ba..+= Br) BIO, 
CaC=-.--0920 ISO: 
dann haben, wenn a. b,.c, von Null verschiedene CUonstanten bedeuten, die 
Ausdrücke für A, B,C die Gestalt 
A="*(a+tc-)), B=et"t(b+tle.)), C=t"t(cH+tl.-)), 
aus welcher ersichtlich ist, dass eine Zeichenänderung für 2=0 dann und 
nur dann eintritt, wenn m gerade ist, welche Bedingung das Kriterium für 
eine Rückkehrtangente*) ist. Es ändert folglich e:dt sein Zeichen, wenn 


**) Bezeichnungs- 


eine Rückkehrtangente auftritt, also nach der Wienerschen 
weise in den Fällen 


Bet nn TEL, 


") A.a.0.N. 66. 
Ei A.2.0.8. 52. 


Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 3. 30 
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In dem Ausdrucke für w:dt, dessen Aenderung wir auch der analytischen 
Fortsetzung gemäss bestimmt denken wollen, ist der Nenner A’+B’+C 
stets positiv, der Ausdruck ändert also sein Zeichen, wenn eine der Grössen 
s oder S ihr Zeichen umkehrt, d. h. im Falle einer Rückkehrschmiegungs- 
ebene*), also nach der Wienerschen Bezeichnung in den Fällen 


I. ++-, W.+--, VL-—-+-, VI —---. 


Definirt man den Contingenzwinkel und den Torsionswinkel als den 
Winkel zwischen den positiven Richtungen zweier auf einander folgenden 
Tangenten resp. Binormalen, so muss man, damit der geometrisch definirte 
Werth mit dem gemäss der analytischen Fortsetzung aus den Formeln (5.) 
sefundenen übereinstimmt, diese Richtungen für das betrachtete Intervall 
dadureh festlegen, dass je zwei auf einander folgende Richtungen immer einen 
unendlich kleinen Winkel mit einander bilden mögen; es lässt dann der 
Zeichenwechsel von & und w auch eine einfache geometrische Deutung** 
zu. Nimmt man dagegen an, dass die positive Richtung der Tangente 
stets übereinstimmen soll mit der Richtung wachsender Werthe von t im 
Berührungspunkt, so wird der Contingenzwinkel in einein Rückkehrpunkt 
unstetig, indem er plötzlich den endlichen Werth zn erhält, was mit der 
Aenderung des Ausdrucks (5.) für e:dt, wenn man dieselbe gemäss der 
analytischen Fortsetzung nimmt, nicht übereinstimmt. 

Eine Funetion, die denselben Voraussetzungen genügt wie die 5. 232 
definirte Funetion ®, ist ferner der Ausdruck für den Krümmungsradius A, 
dessen Werth wir künftig auch gemäss der analytischen Fortsetzung nehmen 
wollen. Es ist 


und R wird sein Zeichen beibehalten, wenn s’ und &:dt beide ihr Zeichen 
behalten oder beide ändern, dagegen sein Vorzeichen umkehren, wenn nur 
eine der Grössen s oder &e: dt ihr Zeichen ändert. Man erhält also nach 
den von uns in dem vorigen und in diesem Paragraphen abgeleiteten Resul- 
taten für den Krümmungsradius R ein Beibehalten des Vorzeichens beim 
Auftreten der Singularitäten 


.+++, IN: ++- VI--+ 1 VI — —--, 


1.08.78 
*) A,a.0. 8. Of. 
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ınd einen Zeichenwechsel in den Fällen 
Hl. +-+ IV.+--, V-++ VL-+-. 

Um uns über den geometrischen Sinn hiervon klar zu werden, be- 
trachten wir die Projection des untersuchten Punktes auf seine Schmiegungs- 
ebene, in welcher bekanntlich je ein Krümmungsradius liegt. Diese Pro- 
jeetion*) ist in den Fällen 

I. +++ und II. ++ — ein regulärer Punkt, 


VI. ——-+ und VII. — —-— ein Schnabelpunkt, 
in den Fällen 
Il. +—+ und IV. +— - ein Wendepunkt, 
V.—++ und VI -+- eine Spitze. 


In den ersteren vier Fällen bleibt, wie man leicht sieht, der Krümmungs- 
mittelpunkt in der Schmiegungsebene auf derselben Seite der Curve, in den 
letzteren geht er von der einen Seite auf die andere hinüber; wir erhalten 
also das Resultat: 

Der gemäss der analytischen Fortsetzung bestimmte Werth des Krümmungs- 
radius ändert sein Vorzeichen, wenn der Krümmungsmittelpunkt in der Schmiegqungs- 
ebene von der einen Seite der Curve auf die andere hinübergeht. 

$ 3. 


Die Frenet-»: rretschen Formel n. 


y. 


Bezeichnet man durch «, 5, y mit den resp. Indices 1, 2, 3 die 
hichtungscosinus der positiven Richtungen der Tangente, Hauptnormale und 
jinormale, durch s die Ableitung des Bogens nach dem Parameter £, durch 
R den Krümmungsradius und-durch 1:T die Torsion, so bestehen zwischen 
diesen Grössen die nach Frenet und Serret benannten Beziehungen: 

% a,s’ er eh a,s' 

(6.) Eder n=— .— ,=— 
nebst zwei ähnlichen Systemen, die man erhält, wenn man 5 oder y an 
Stelle von « schreibt. 

Herr Hneser**) hat gezeigt, dass diese Beziehungen in der obigen 
Form (6.) richtig sind, wenn man die in ihnen enthaltenen Grössen s’ und A 
stets mit dem positiven Vorzeichen nimmt und wenn die positiven Richtungen 
der Tangente, Hauptnormale und Binormale so zu einander liegen, wie die 


*) Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Bd. I, S. 215. 
**) Kneser, Bemerkungen über die Frenxet-Serretschen Formeln und die analytische 
E Od v 
Unterscheidung rechts und links gewundener Raumeurven. Bd. 113 dieses Journals 8. Sf. 


30% 
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Axen der Coordinaten x, y, z, wobei die positive Richtung der Tangente im 
Berührungspunkt mit der Richtung wachsender Werthe von £ längs deı 
Curve übereinstimmt, die positive Richtung der Hauptnormale nach dem 
Krümmungscentrum hin geht, wodurch dann auch die positive Richtung der 
Binormale eindeutig bestimmt ist. 

Es fragt sich nun, in welehen Fällen die in den Formeln (6.) aut- 
tretenden Grössen «, ?, y unter Beibehaltung der definirten Voraussetzungen 
unstetig werden, nämlich ohne durch den Werth O0 zu gehen ihr Zeichen 
wechseln, wenn man bei wachsenden Werthen von £ über einen singulären 
Punkt hinausgelangt. Da die positive Richtung der Tangente überein- 
stimmend angenommen war mit der Richtung wachsender Werthe von / 
längs der Curve, so hat man «,, ,, 7%, und demgemäss auch «\, ?\. y: 
nach einem Rückkehrpunkt (V.— ++, VL.—+-, VI. —-+, VII —— — 
mit dem Minuszeichen zu versehen. Wie wir am Schluss von $ 2 gefunden 
haben, geht das Krümmungscentrum von der einen Seite der Curve aut 
die andere über in den Fällen III. +—+, IV. +—--, V.—-++, VIL.—--+-. 
wir müssen also in diesen Fällen @,, %,,7, und «, ,,y; mit dem negativen 
Zeichen nehmen. Da endlich das System der positiven Richtungen der Tangente. 
Hauptnormale und Binormale congruent sein soll mit dem System der positiven 
Riehtungen der Axen der Coordinaten x, y,z, so hat man vor @,, , 7; und 
&, 9, y; das Minuszeichen zu setzen nach Durchlaufung eines Punktes von 
der Art IL. +—+, IV. +—-—, VIE——-+, VIIL.——-. Enthält also die 
Curve in dem betrachteten Intervali einen singulären Punkt und sind, wenn 
man mit wachsenden Werthen des Parameters £ fortschreitet, für den vor 
dem singulären Punkt liegenden Theil der Curve die von Herrn Kneser 
definirten Voraussetzungen erfüllt, also die Formeln (6.) gültig, so treten. 
wenn man die in denselben auftretenden Grössen s’ und R ihr Zeichen nicht 
wechseln und auch die Richtungscosinus «, 5, y nebst ihren Ableitungen 
nicht unstetig werden lässt, für den jenseits des singulären Punktes liegenden 
Theil die folgenden Gleichungssysteme in Kraft: 


I+++ u ur a A ae ea a, s 
. . | 5 A R b) Alu R l T “ T = 

; ARE TS ; as 

III+-+ u IN+4+--:=—-%.,0%,= I. = 

7.) R h I 1 
l. | 1 | | 
UT Va re 
! ie Ka ak Ban Sa R } = uk 

VlI-—-+ u VIII---:0e, = 
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Wir wollen nun zeigen, dass, wenn man die Werthe der irrationalen 
Ausdrücke in den Formeln (6.) gemäss der analytischen Fortsetzung be- 
stimmt, sich von selbst diejenigen Aenderungen der Vorzeichen ergeben. 
welche den modifieirten Formeln (7.) entsprechen. Bei der Annahme einer 
allgemeinen Lage des Coordinatensystems, wie wir es zunächst voraussetzen. 
können in dem betrachteten Punkte die Richtungscosinus «, 3,y ihr Zeichen 


nieht- ändern. Bei «, tritt also, nach den Formeln (6.) immer und nur dann 
M | 


2 ae j $ a i \ 
ein Zeichenwechsel ein, wenn , sein Zeichen umkehrt; dieses findet aber. 


R 
' 
s € . { * * 4 ri < . . 
da zz, Ist woe den Contingenzwinkel bedeutet, nach 8. 233, beim Auf- 


treten einer hückkehrtangente statt, also gerade dann, wenn nach den 
Gleichungen (7.) die rechte Seite des ersten Systems der Frenet-Serretschen 
Formeln mit dem negativen Vorzeichen zu nehmen ist. Ebenso findet man, 
dass «, im Fall einer Rückkehrschmiegungsebene sein Zeichen umkehrt: 
beachtet man aber, dass der Ausdruck T in den Entwiekelungen des Herrn 
Kneser und in den unsrigen mit dem gleichen Vorzeichen behaftet ist, so 
sieht man leicht ein, dass, bei der Annahme eines Zeichenwechsels der 
irrationalen Glieder gemäss der analytischen Fortsetzung, «, den der 
Formel (6.) entgegengesetzten Werth erhalten muss im Fall einer Zeichen- 
änderung von s', also (S. 231) im Falle eines Rückkehrpunktes, was ebenfalls 
mit den Resultaten (7.) übereinstimmt. Auf ähnliche Weise lässt sich 
zeigen, dass auch das zweite System der Frenet-Serretschen Formeln in 
Werthe übergeht, welche den Gleichungen (7.) entsprechen. 


Dass, wenn man das Vorzeichen der irrationalen Glieder gemäss 
der analytischen Fortsetzung bestimmt, sich auch bei einer speciellen Lage 
des Coordinatensystems die den Gleichungen (7.) entspreehenden Aenderungen 
von selbst ergeben, wird aus Folgendem ersichtlich. Es sei etwa für den 
betrachteten Punkt » =0. Wir führen dann ein neues Coordinatensystem 
ein und bezeichnen in Bezug auf dasselbe die Richtungseosinus der z-Axe 
des alten Systems durch f,g, A, die Riehtungscosinus «, d,y durch Ueber- 
streichen. Dann ist 


& = fo +gP+hy:, 
! a. 4% gr) Z 
a = fa+tgPıthr,. 


wobei f, g, h immer so bestimmt werden können, dass alle «, 9,7 von Null 
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verschieden sind. Die Gleichung 


! 
&,s 


u 


geht dann über in 


(8. 


) fat+gdıthr, = (for+gPr+h7) 7° 


Da o,, ?,y, von Null verschieden sind, so ergeben sich, wie wir 


gesehen haben, wenn man die Werthe der irrationalen Ausdrücke gemäss 
der analytischen Fortsetzung bestimmt, in den Relationen 


(9. 


m 1 | „s’ 
) 0,=-, = 


diejenigen Vorzeichenänderungen, welche den Formeln (7.) entsprechen. 
Dasselbe wird offenbar der Fall sein bei jeder linearen homogenen Ver- 
bindung mit constanten Üoefficienten, die wir aus den Gleichungen (9.) 


bilden 
trachtu: 
unsere 


können, also auch mit der Relation (8.), womit, da man diese Be- 
ıS für jede beliebige der Frenet-Serretschen Formeln aufstellen kann, 
Behauptung bewiesen ist. 


Die Entwickelungen dieses Paragraphen sind unter anderem von 


Wichtigkeit für die Untersuchung der Polarfläche einer Curve, da zur Her- 


leitung 
werden. 
man an 
positive 


der Gleichung derselben die Frenet-Serretschen Formeln benutzt 

Enthält nämlich die Curve einen singulären Punkt und nimmt 
‚ dass die in den Formeln auftretenden Grössen s’ und R immer das 
Vorzeichen haben sollen, wobei die übrigen auf S. 235 u. 236 formulirten 


Voraussetzungen für den, im Sinne des Wachsthums von £, vor dem singu- 
lären Punkte liegenden Theil der Curve erfüllt sein mögen, so hat man 
für diesen die Formeln (6.) zu benutzen, für den jenseits des singulären 
Punktes liegenden dagegen, wenn die Richtungscosinus «, 9, y stetig bleiben 
sollen, die Gleichungen (7.) Wir erhalten also für die diesen beiden Inter- 
vallen entsprechenden Theile der Polarfläche verschiedene Gleichungen, oder 
bei denselben Gleichungen Unstetigkeit der Richtungscosinus; die Polar- 
fläche ist gleichsam zerschnitten und wir müssen nachher in Gedanken 
die beiden Theile zusammenfügen, um uns ein genaues Bild von der Fläche 


machen 


zu können. 


Trifft man dagegen die Annahme, dass die in den Formeln auf- 
tretenden @Quadratwurzeln mit dem gemäss der analytischen Fortsetzung 


bestimmten Vorzeichen zu nehmen sind, so genügen die Formeln in der 
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Gestalt (6.) für das ganze betrachtete Intervall der Curve und wir erhalten 
eine einzige Gleichung für die ganze Polarfläche, wodurch die Untersuchung 
jedenfalls bedeutend vereinfacht wird. 

Ehe wir jedoch an eine derartige Anwendung unserer Untersuchungen 
sehen, müssen wir noch die analytischen Kriterien für das Auftreten von 
Singularitäten in unendlich fernen Punkten einer Raumeurve aufstellen. 


s 4. 
Analytische Kriterien für die Art eines im Unendlichen liegenden Punktes. 

Da die Art eines Curvenpunktes in Bezug darauf, ob Punkt, Tangente 
und Schmiegungsebene in ihm gewöhnliche oder Rückkehrelemente sind, 
eine projeetive Eigenschaft des betreffenden Punktes ist, so geht jeder Punkt 
bei einer Uentralcollineation im Raume in einen Punkt von derselben Art 
über. Wir können daher die Art eines im Unendlichen liegenden Punktes 
dureh die Art eines ihm collinear verwandten im Endlichen liegenden definiren. 
Sind Collineationscentrum, Collineationsebene und Verschwindungsebene 
beliebig im Endlichen gegeben, wobei nur die Collineationsebene nicht dureh 
den betrachteten Punkt gehen darf, so kann man zu dem die Umgebung 
des zu untersuchenden unendlich fernen Punktes bildenden Theil der 
gegebenen Curve 4 den collinear verwandten 4 construiren, der sich im 
Endlichen befinden wird. 

Für das Auftreten eines im Unendlichen liegenden Rückkehrpunktes 
ist es offenbar nothwendig und hinreichend, dass die Coordinaten x, y, 2, 
welche in dem betrachteten Punkt polar unstetig sind, den Sinn ihres Zu- 
oder Abnehmens ändern, d.h. «,y,z ihr Zeiehen nach Durchlaufung des 
Werthes © umkehren. 

Im Fall einer Rückkehrtangente des unendlich fernen Punktes der 
Curve k, also auch des entsprechenden im Endlichen liegenden Punktes der 
Curve 4, hat die Schnitteurve der Tangenten an die letztere mit der 
Collineationsebene einen Kückkehrpunkt. Diese Curve ist aber nach dem 
(Grundgesetz der Centraleollineation, dass sich entsprechende (reraden in der 
Gollineationsebene schneiden, identisch mit der Curve, welche durch die 
Tangenten an die Curve %k in der Collineationsebene ausgeschnitten wird: 
wir erhalten als Kriterium für das Auftreten einer Rückkehrtangente in 
einem unendlich fernen Punkt, dass A, B, C ihr Zeiehen umkehren, was sich 
durch Betrachtungen ergiebt, die den für einen im Endliehen liegenden Punkt 
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angestellten*) ganz analog sind; der einzige Unterschied ist der, dass für 
letzteren alle ihr Zeichen wechselnden Grössen durch den Werth 0 hindurch- 
gehen, während für einen im Unendlichen liegenden Punkt der Zeichen- 
wechsel auch durch den Werth » stattfinden kann. 


Im Fall einer ARückkehrschmiegungsebene der Curve 4 muss der 
Schnittpunkt der auf einander folgenden Schmiegungsebenen mit einer in der 
Collineationsebene liegenden festen Geraden ein Rückkehrpunkt sein. Die 
Spuren der Schmiegungsebenen in der Collineationsebene sind aber für 
entsprechende Punkte der Curven k und 4 dieselben, wir erhalten auch für 
einen unendlich fernen Punkt, dass die Determinante /**) beim Auftreten 
einer Kückkehrsehmiegungsebene ihr Zeichen wechseln muss, wenn der 
Punkt kein Rückkehrpunkt ist, dagegen behalten muss im Falle eines Rück- 
kehrpunktes. 

Wir können also die Bedingungen für das Auftreten von Rückkehr- 
elementen in endlichen und unendlich fernen Punkten zusammenfassen und 
sagen: 

Eine Curve besitzt dann und nur dann einen Rückkehrpunkt, wenn in 
einem allgemeinen Coordinatensystem x,y,z ihr Zeichen wechseln, eine Rück- 
kehrtangente, wenn A=yz —y z,B=32-z'2,0=xy'—x'y ihr Zeichen 
umkehren, eine RKückkehrschmiegungsebene, wenn im Falle keines Rückkehr- 

zy 3 


! 


punkte I= xy 3 | sein Zeichen ändert, im Falle eines Rückkehrpunktes 


| 2" y'' Fa | 
dagegen behält. Die Zeichenänderung geschieht in einem im Endlichen liegen- 
den Punkt immer durch den Werth 0, in einem unendlich fernen Punkt bei 
2,y,s immer durch den Werth ©, bei A,B,C und 4 durch die Werthe 0 


oder x hindurch. 

Statt der Zeichenänderung von z,y,z und A,B,C kann man nach 
$$ 1 und 2 auch den Zeichenwechsel von s’ = Yx"’+y” +2” und E = Y A’+B’+C’ 
untersuchen, welche letzteren Ausdrücke den Vortheil gewähren, dass sie 
von der Lage des Coordinatensystems unabhän 


gig sind. 


*\, Meder, a.a. 0. S. 65 u. 66. 
J b 
**\ Meder, a. a. 0. S. 77 u. 78. 
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$ 5. 
Die Rückkehrkante der Polarfläche. 

Die Entwickelungen der vorhergehenden Paragraphen gestatten uns in 
sehr einfacher Weise die Frage nach den singulären Punkten der Rückkehr- 
kante der Polarfläche der gegebenen Curve zu beantworten. Die Rickkehr- 
kante wird durch folgende Gleichungen bestimmt: 


E-2)0,+(n—y)Pßı+(C —3)Yı =V, 

&-2)0,+n-WB.+@-3)y: = R, 
E-D)a + -WB+L-)n=T", 

k Ss 
wo &,n,5 die laufenden Coordinaten bedeuten, während die übrigen Be- 
zeichnungen nach $ 3 gewählt sind. Es sind dieses die nach den Frenet- 
Serretschen Formeln umgestalteten Gleichungen dreier auf einander folgenden 
Normalebenen, welche Umgestaltung, wenn man die Werthe der in den 
Formeln auftretenden Quadratwurzeln gemäss der analytischen Fortsetzung 
bestimmt, nach $3 auch dann gestattet ist, wenn in dem betrachteten Intervalle 


der Curve ein singulärer Punkt liegt. Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, 


wenn man zur Abkürzung 


z \ ar > 
(10.) 1 B*. = F 
setzt: 
& = r+Po,+Ro,, 
und hieraus: 
. . PP'’'ı-RR 00 
(11.) c=0 = ir 


wo o den hadius der Schmiegungskugel bezeichnet. Ersetzt man hierin 
@; durch 5; und y;, so erhält man die Formeln für 7 und T die Ableitung 


> 


des Bogens der Rückkehrkante hat also die Gestalt: 


oo yRrL,E LER 00 00’ s' 
0 = YE"+nr"+l” — mi 2 
en iR pP k 1 


Im Fall eines Rückkehrpunktes der Rückkehrkante muss 0° sein 
Zeichen wechseln (S. 240), was offenbar eintritt, wenn einer der drei Aus- 
drücke oe’, R',s/T oder alle drei zu gleicher Zeit ihr Zeichen umkehren. 


! 
1. r . Ir Ss VW ,& o* 
Kin Zeichenwechsel von s’/T bedeutet, wegen 77 4, (9 234), dass der Punkt 
( 
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der ursprünglichen Curve eine Rückkehrschmiegungsebene besitzt, ein 
Zeichenwechsel von o00', dass der absolute Werth von o ein Maximum oder 
Minimum ist, ein Zeichenwechsel von R', dass R, wenn man darunter die 
in $ 2 definirte, bald positive bald negative Grösse versteht, ein Maximum 
oder Minimum ist. Diese letzte Bedingung können wir nach 8. 235 noch 
anders formulieren und erhalten dann das Resultat: 

Die Rückkehrkante der Polarfläche hat dann und nur dann einen 
hückkehrpunkt, wenn für den entsprechenden Punkt der ursprünglichen Curve 
von den folgenden bedingungen eine oder alle drei erfüllt sind: 1) Die 
Schmiegungsebene ist eine Rückkehrebene, 2) der absolute Werth des Radius 
der Schmiegungskugel ist ein Maximum oder Minimum, 3) der Werth des 
Krümmungsradius ist ein Maximum oder Minimum und der Krümmungsmittel- 


punkt bleibt dabei in der Schmiegungsebene auf derselben Seite der Curve. 


Aus dem Ausdruck (11.) erhält man mit Benutzung der Freret-Serret- 
schen Formeln: 


nn /00'\ R'g0 
s . a; \ 1) 06, pP: I 


5 oo'\'"  R'?oe' R'oo'\' s’/oo'\ ’ R’oo' 
"-) - ale) Ar 


<e! 


nebst den entsprechenden Gleichungen für 7", Z”,7",{”, die sich ergeben, 
wenn man « durch 5 und y ersetzt. 

Für das Auftreten einer RKückkehrtangente waren die folgenden 
Determinanten massgebend: 


2,2 PR 
1 , ‚ıyn A ai 5 ng s O 0 B FM “s! en <otrt! el > so 0 
u EB, Ele © 26 GE ee  Ahneı SE. Aee m 


2, 
ne Y so 0 


I! = N" —$ N nn 7 ı Tp: 
Pre . _ s' 2,2 
Y#?+B+lT?= nr | 


Nach S. 240 muss im Fall einer Rückkehrtangente der Rückkehrkante der 
letzte Ausdruck sein Zeichen wechseln, und dieses geschieht, wenn 5; sein 
Zeichen umkehrt, was wiederum (8. 234) die Bedingung für eine Rückkehr- 
schmiegungsebene der ursprünglichen Curve ist. 

Die Rückkehrkante der Polarfläche hat dann und nur dann eine Rück- 


kehrlangente, wenn in dem entsprechenden Punkte der ursprünglichen Curve eine 
Rückkehrschmiegungsebene auftritt. 
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Bilden wir jetzt die folgende Determinante: 


! ! “.' 
- 
> 


‘N DIT tt Crr s' 00 R'’o’o'’ s' , R'’o°o'’ 
(12.) D = 9,8 ö ı ; Di ei u Bu -. ’ 
4, I R I 


wo o' wieder die Ableitung des Bogens der Rückkehrkante der Polartläche 
bedeutet. Dieser Ausdruck muss (S. 240) im Fall einer Rückkehrschmiegungs- 
ebene der Rückkehrkante sein Zeichen ändern, wenn 0’ sein Zeichen be- 
hält, dagegen sein Zeichen behalten, wenn o’ sein Vorzeichen umkehrt; in 


! 
8 


beiden Fällen ist die Bedingung hierfür, dass ” sein Zeichen wechselt. Wir 
T {) 
3 


erhalten also, da - — __ ist, nach $. 233: 
u 

Die Rückkehrkante der Polarfläche hat dann und nur dann eine Rück- 
kehrschmiegungsebene, wenn in dem entsprechenden Punkte der ursprünglichen 
Curve eine hückkehrtangente auftritt. 

Das Kriterium für die Rückkehrtangente und Rückkehrschmiegungs- 
ebene hätte man auch aus der schon von Fourier*) gefundenen Thatsache 
foleern können, dass der CGontingenzwinkel einer Curve gleich dem 'T'orsions- 
winkel der Rückkehrkante der Polarfläche im entsprechenden Punkte ist, 
und umgekehrt. 

Es scheint, als ob der Ausdruck (12.) ein unbestimmtes Vorzeichen 
hat, was der von Herrn Kneser**) gefundenen Eigenschaft dieser Determinante 
widersprechen würde, durch ihr Vorzeichen die Unterscheidung rechts und 
links gewundener Raumeurven zu geben; dieser Widerspruch ist aber nur 
ein scheinbarer, denn wir können den Ausdruck nach der Gleichung (10. 
umgestalten und erhalten dann 

(13.) D= 


oo soo’ 
„E TR 
wo nur noch die Faetoren oo und RR’ ein Wurzelzeichen enthalten: die- 
selben sind aber beim Wachsen der absoluten Werthe von o und R immer 
positiv, beim Abnehmen derselben immer negativ, so dass in der.'T’'hat die 
Determinante D ein ganz bestimmtes Vorzeichen hat. Beachten wir, dass 


T und #/, wegen Tf = A+b’+C', dasselbe Vorzeichen haben müssen und 


*) Frenet, sur les courbes a double courbure, Journal de mathematiques (I serie 
t. XVII p. 443. 


**) Aneser, a. a. 0. S. 100. 
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T in dem Ausdrucke (13.) in einer ungeraden Potenz auftritt, so können 
wir sagen: 

Der Sinn der Windung der hückkehrkante der Polarfläche stimmt mit 
dem Sinne der Windung der ursprünglichen Curve in dem entsprechenden Punkte 


überein, wenn in letzterer der Radius der Schmiegungskugel und der Krümmungs- 


radius ihrem absoluten Werthe nach zu gleicher Zeit wachsen oder abnehmen: 
er ist ihm entgegengesetzt, wenn der eine dieser beiden Radien zu-, der 
andere abnimmt. 














Sur quelques lignes liees a V’helice eylindrique. 


(Par M. Geminiano Pirondini a Parme.) 


sl. 

Soient: Z, Z,, 4, 1, une helice eylindrique, la ligne de strietion de la 
surface gauche des normales prineipales, le lieu des centres de courbure et 
le lieu des centres des spheres oseulatriees; A, A, A, 1, les projeetions 
de ces lignes sur le plan d’une section droite du eylindre eontenant Z (plan 
eoordonneE 3= 0); K,K,,K,, K, les eylindres projetant les lignes donndes sur 
ce plan; 2, 2,2,1, les transformees planes des lignes Z, Z,, L, Z,, e’est-A-dire 
les lignes qu’on obtient de celles-ci en &talant les eylindres sur un plan. 

La theorie generale des lignes nous apprend que Z, est aussi une 
helice (2,4, sont deux droites) et que les normales prineipales de Z sont 
tangentes au eylindre X, le long de Z,(A, est la developpee de f). Mais 
ä ces relations connues entre les lignes qu'’on vient de eonsiderer, on peut 
ajouter plusieurs d’autres relations tr&es interessantes, soit en elles-m@mes, 
soit en vue des applieations dont elles sont susceptibles. 

Tel est le but de ce travail. 

L.(&,, Y., 3.) et A,(&,,n,) etant une queleconque des lignes Z, Z,, L,, Z 
et A, A, A, A, designons par s,,A,r, Vare, le rayon de courbure et le 
rayon de torsion de ZL,; par 0,,o, lare et le rayon de courbure de la ligne 
plane A,; par A, eta 
0 lVinelinaison eonstante de l’helice Z sur les generatrices du eylindre A. 


i „A, par 


deux points correspondants des lignes ZL 


Puisque A, est la developpee de A, ona: 


do do 
+ = e, a 


h etant une constante. 


On obtient d’iei: 
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d’ailleurs 
3,=3=0:00t0. 
On a done les &quations: 
V=0Pp, 
(4, O0 +h=o, 
| 3, = 0609. 


Le segment aa, est le rayon de courbure de 4 et aa, le rayon de 
courbure de l’helice On a done: 


aad,=o, 


2.) aa=k= 
(2, ir; sin’Q’ 





ad,a, = 0C0t 9. 


En designant par (cose, eos), (cos4, cos«u) les cosinus directeurs de 
la tangente et de la normale de A, on a: 


n E14 ) j 0 N 
FE EN n,. =NnTt oz C08U. 
” ” " sin’®Q . " sin’® 


Si done on soumet ces relations aux caleuls habituels et si l’on remarque 
de plus que z,=z, on trouve les equations: 


Y (0 ++ cos!@)? 
0 - 2 2 r = . f I 4 
“  sin’O (g'?+ 008!) — 00" cos’ 9 
| > l 4 / >) 4 
er -/Vo’+ecos’I-.do, 


sın’O . 





3, = 0-co0t). 
On a de meme: 
ı = &,+0e0t’0- Cosa, = &,-+(0,+ h)cot’9- cosa,, 


7, = n,+0c0t’9-cosP, = 7,+(a,+h)cot’9-cosP,. 


Un 


A ces formules on peut appliquer un caleul analogue au preeedent. Que 
l’on remarque de plus que (en vertu de la deuxieme relation (1.)) on a: 


% & “ 
un. PRO RR... c0t0 = N e0tQ = : eotQ, 


% 
do do do 0, 0, 


) 0 0 


d’ott: 
--h)do. 
dz, — (& F ) % . eot GO). 


d, 
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On obtient ainsi les &quations: 





en 1 0? + (ao, + h)’cos* ONE 
91 sin? 10% + (0, + h)’cos’@} + 0,0, — (0, + h)ol,t cos’ @' 
\ ] > 0° +(0 w : cos’@ 
(4.) 0,=75 / Zst Send do,. 
sin’Q.« 0, : 
"(o,+h)do 
3, =cor0 [ % ARTS, 
> 2) 
Remargue. — On pouvait deduire les formules (4.) en modifiant les formules 


(3.) a l’aide des relations (1.). 


D’apres la theorie generale des lignes, on a pour le lieu Z, des 
centres des spheres osculatrices de L: 





dy/dk N 
,=k4+r- Zr P, 
- u8 j d dk \l 
(5.) = kt (er), 
lk "k 
8, const‘. = r—+ / ds. 
Bert 


Et puisque ces formules donnent: 

k r 

r, ee: 
on eonelut: Le lieu des centres des spheres oseulatriees de l'helice Z est 
une autre helice Z,. KEntre les inelinaisons ©, ©, de ces courbes sur les 


j ’ \ ' ; ir 7U 
generatrices des eylindres X, K, il y a la relation +0 =5. 


Dans le cas general, entre les coordonnees z,,3 des points corre- 
spondants des lignes Z,ZL on a la relation: 
dk 


a rn PNK& 
(6.) 3, = 3+r, -c08n, 


n etant l’angle que la binormale de Z fait avec l’axe des 2. 


En remarquant que dans notre cas: 


0 do 
rn een. en A 
sin’G sin@cos® sin o 

R 0, do, 

k, = == ds, = — 


D 4 r» — . “ 
cos’ ' r sınYJ cos 
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les @quations (d.), (6.) donnent: 





0, o(oo" +e”+cos’®) _ e!(ee')' + cos’9} 
’ sin’@ sin’Q I 
(7. Io 00 + 0c0s’ © 
ve e sin’O 9 
00 00' + 0cos’@© 
PEN Br 2 u er = z . 
2 sin@cosQ sin cos 


$2. 


, . aa, 2 ’ . 2 D 
On trouve des &quations (2.): aa tang“O, e’est-a-dire: Les points 


071 


de la ligne de strietion de la surface gauche des normales prineipales 
d’une helice queleonque partagent les rayons de courbure de celle-ei en 
deux parties, dont le rapport est constant. 

T'rois points correspondants A, A, A, des lignes Z,L,L, sont les 
sommets d’un triangle rectangle en A,; e’est le mäme du triangle aa,a,, car 
le cöte AA, est parallele a sa projection aa.. 

Si done on remarque que AA, est le rayon R de la sphere oseula- 
trice de Z, on deduit sans peine: 

ee ee, 
sın - c0os® 


4 
\ M) 
( 5.) 4,4; 2 . 2 x u” 
x sın’@-cos @ 


Si du point A,, on mene une droite parallele au plan z= 0, coupant A,a;, 
en M, la troisieme &quation (7.) donne: 


! 


00 
»—-3=A = . ® 
1 = sınYJ c0s@ 
On a done: 
00' 
(9,) A,‚M=ao = — 
ur 1° a sin’ 
et consequemment: 
/ 77 
, M 1 + 
(10.) ad, = 9) A: : 
sin’ 


En posant A, A, = constante = m, l’equation (8.) donne: 
o = Y2msın’ Ocos(-o-+n, 
n etant une constante. Si done on remarque que A, A, repr&sente la distance 


entre les normales prineipales correspondantes des he&lices Z,L,, on a le 
theoreme: 
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Les normales prineipales des he&lices Z, L;: 
1°. eoincident entre elles, seulement quand Z est une he&lice eireulaire; 
2”. sont a une distance constante, seulement quand la seetion droite du 
eylindre X contenant Z est une d@veloppante de cerele. 

Dans le premier cas Z, est aussi une helice eireulaire; dans le 
deuxieme cas l’helice Z, est trae&e sur un eylindre dont la section droite est 
une developpante de cerele ($ 7). 

Si P’on remarque que dans l’equation (9.) je numerateur o0' est le 
rayon de courbure 9, de A,, on a: 


6] 


A M _— _. ” 
sin?9 


Done: Si sur le eylindre X, eontenant la ligne de strietion Z, on deerit une 
helicee coupant les generatrices sous l’angle ©, le rayon de eourbure de cette 
helice est Egal & la distance entre les generatrices correspondantes des ey- 


lindres K,, K.. 


L’equation (10.), en supposant aa, = eonstante = m, donne: 
odo 
Ym’sin'9 —.0o° 
d’otı par integration: 
0 = VYm’sin’d— 0”. 


Done: Les sections droites A, A, des eylindres eontenant V’helice donnee Z 
et U’helice Z,, lieu des centres des spheres oseulatrices, ont les points corre- 
spondants & une distance constante en deux cas seulement: quand V’heliee 
L est ceireulaire, ou bien quand elle est trace sur un eylindre dont la 
seetion droite est une eyeloide. 

Peut-on avoir 09, = mo, m &tant une constante? 

La premiere &quation (7.), en force de cette eondition, donne: 

(oe) = msin’)— cos’, 
dot, apres deux integrations successives: 
(11.) o = V(msin’O—e0s’O)0’+a0o+b, 

a et b etant des constantes. 

Telle est l’&quation intrinseque de la section droite A du eylindre 
eontenant l’helice demandee. 
Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 3. 
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Entre les lignes de la famille (11.) on trouve: la spirale logarithmique., 
quand a=b=0; la developpante de cerele, quand m = cot’O; les courbes 
eycioidales, quand m <.cot’® (Epieyeloide pour m <—1, ceyeloide pour 
m = —1, hypoeyeloide pour et 9 >m>—I]). 





Peut-il ötre 09, = mo-+n, m et »n etant des constantes? La deuxieme 

equation (7.) donne: 
00 = (msin’O— c0s’0)o+nsin’O; 
d’oüu par integration: 
o = V(msin’9— co8’0)0’+ 2nsin’O:0-+a, 

a etant une constante. 

On trouve done ici les m&mes lignes que celles du probleme 
preeedent. 

Si l’on designe par ©, et ©, les inclinaisons des courbes Z, et Z, 
sur les generatrices des eylindres K, et K,, les &quations (1.), (3.) donnent: 


do, Pe 


do,  YVo'’-+ cos’ © 
dz, 


4 2 
.. dz, sin®cos® 


Si done on &limine 0’ entre ces £@ealites. on arrive A la eonelusion: 
N 8 Ä 


(12.) tang 9, = 


Les trois angles ©, ©, ©, sont lies entre eux par la relation finie: 
tang’O, sin! = tang’O,+sin’Ycos’o. 
l’angle © est constant. Il suit que les angles 9, ©, sont tous les deux 
constants, quand un seul d’entr’eux est donne constant, ou bien qund 9,= 9,. 
ou bien quand tangO,= a-tangY,, a Etant une constante. Dans tout ces 
cas les relations (12.) donnent l’Egalite: 
; o=mo—n, 
qui definit pour 4 une spirale logarithmique. 
On a done le theoreme: Quand on pose une des conditions: 
I’. la ligne de strietion Z, est une helice, 
2”, le lieu des eentres de courbure Z, est une he&lice, 
3°. les lignes Z,, ZL, coupent les generatrices des cylindres K,, K, sous 
des angles &gaux, 
4", les lignes Z,, Z, coupent les generatrices des eylindres K,, K, sous 
des angles dont les tangentes sont proportionnelles, 
les deux helices Z, /, et les deux lignes Z,, Z, sont quatre helices eylindro- 
coniques. 
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$ 3. 

En considerant les six lignes A, A, A, A,, I,, IL, on a que lorsqu’on 
donne, d’une maniere arbitraire, une des quatre eourbes A, A,,4,, 4, on peut 
determiner les autres eing lignes, par des simples quadratures. 

Cas I. Si l’on suppose d’avoir: 

(13.) Zn [(o), 
les @equations (1.) donnent: 

o+h=o=f(o), 

c’est-Aa-dire: 

(14.) o+h= f(z,tang ©). 
Puisqu’on &: 

o = f'(0) = f'(z,tang 9); do = dz,-tang ©) 

la deuxi&me &quation (3.) donne: 

(15.) = - N, / Yf’@,tang 0) +cos’0-dz.. 

sin 9cos®. . 

On a done le theor&me: 

Lorsque la section droite du eylindre contenant V’helice donnde L est 
representee par l’equation intrinseque (13.). 

Les sections droites A,, /f,, 1, des autres eylindres K,, K,. K, sont 
representees par l’ensemble des deux premieres &quations (1.), (3.), (7.), 
pourvu que l’on y remplace o par sa valeur (13.). La ligne 4, transformee 
plane de la ligne de strietion Z,, est representee par l’&quation cartesienne 
(14.) La ligne /,, transformee plane du lieu des centres de eourbure de L, 
est representee par l’&quation cartesienne (15.). 

Ce theor&me fait voir que lorsqu’on donne la ligne A, les autres 
lignes A, A, As, I, 4, resultent tout A fait determindes. 

Les &quations (13.), (14.) d@montrent que, A un facteur pres, la ligne 
IL, (en eoordonn&es intrins&ques) et la ligne /, (en ceoordonndes cartesiennes) 
sont representees par la m&me &quation. 


TT 
Quand 9 =: re 
absolue. Cette remarque conduit aussitöt & une construction geometrique 
de 4,, lorsque 1 est donnee d’avance. 


VidentitE des deux &quations a lieu d’une maniere 


Que l’on fasse rouler, sans glisser, la ligne .f sur l’axe des z, et 
que l’on prenne, a chaque position, le centre de eourbure eorrespondant au 
point de contact. On obtient ainsi une certaine ligne A,; en alterant les 
32” 
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ordonnees z, de celle-ci dans un rapport constant eonvenable (tang®), on 
obtient la ligne cherche&e 4,. 


La m&me remarque donne quelquefois la ligne /, sans employer de 
caleul. En supposant, par exemple: 


. wi; = a 
f(o) =a0o, Ymotn, Va-bo’ (b>0), => 
+ al =) 
| ; sie re 66 
a > Ä 
on deduit respeetivement: 
N - / / 5) 5) a? cot J 
o,+h=atangO:z, NYmtangO-z,+n, YVa-—btang’O-z,, —, 
Pi 
a . „tang z,tang A 
»;tang’Q-+.a’ a 
„ie FB 7 00 


ad Be 
Et vice versa. 

On peut done Enoncer le theoreme: Lorsque la section droite A du 
eylindre eontenant lV’helice donnee est une spirale logarithmique, une deve- 
loppante de cerele, une courbe eycloidale, une elotoide, une ehainette ordinaire, 
une chainette d’egale resistance, ... etc. ete., 
la transformee plane /, de la ligne de strietion Z, est respectivement 
une droite (en effet L, est, dans ce cas, une helice), une parabole avec 
laxe coincidant avec une des generatrices du eylindre K,, une ellipse, 
une hyperbole &quilatere avee un des asymptotes coineidant avec une gene- 
ratrice de K,, une parabole dont l’axe est superpose A une section droite de 
K,, une courbe deduisible de la chainette ordinaire en alterant les ordonnees 
z, dans un rapport constant convenable, ... etc. etc. 

Et vice versa. 

Si l’on suppose f(o)=a0+b, on trouve d’apres les formules (14.), (15.): 


u 7 
Re: > urn Ya’+cos’G _ 
O0, = atang WE 3,T b; 0, = B 3e8” = VAT = 21, 


ce sont les Eequations de deux droites. 

Et puisque, en appliquant les considerations developpees en ce para- 
graphe, on trouve, dans ce cas, que @,, O,, 0, sont des fonctions lineaires des 
arcs 9, 0, 0, on a: Quand Z est une helice eylindro-conique, L,, Z,, L, sont 
aussi des helices eylindro-coniques (Theoreme connu). 

L soil une helice spherique. 


Une ligne gauche est spherique quand le rayon des spheres oscula- 
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trices est constant, le rayon de courbure &tant variable. Si done m est le 
rayon de la sphere contenant Z, on doit avoir ($ 2): 
oY cos’ +0" z 
a. = mM. 
sin’Icos@ 
Il suit diiei: 
ode 9.d 
1 — „ = Cc0SYV-A0, 
Ym’sin'Q—o’ 
d’ot par integration: 
o = Ym’sin'O —cos’O- 0°. 
Les formules de ce paragraphe, appliqudes A notre cas, donnent: 
(0, +h)' 2. 


Fre my 1 I AN? 2 
7, = Ym’sin’Qeos’9) — (o,+-h)-cos’M: m e Pe 
Pu TR) m’sin'® ' m’sin’® 


Done: Une helice spherique est tracde sur un eylindre ayant une &pieyeloide 
pour section droite A. La ligne de strietion Z, s’obtient en enveloppant le 
plan d’une certaine ellipse sur un eylindre K, ayant pour section droite A, 
une &pieyeloide €gale a la primitive A. 

Si l’on ealeule le rayon de courbure r, de 4, d’apres la formule (14.), 


N, 


et si l’on pose la condition -° =a, on obtient (en remarquant que z3,tang © 


= stangO = 0): 
(1-+ o"tang?9)’ 
pe = a0. 
o tang’© 3 
Si l’on regarde g comme la variable independante et 0 = p comme la fonction, 
cette Equation se reduit a: 
d n p dp» 
e atang 9. Y 
Q (1+ p*tang’9)’ 
d’ou par integration: 
da 
log(co) = — 
. P Yl+p’tang’Oo 
On obtient d’iei: 
log (co)-do 
tang .  —-— 2 —— = do, 
Ya?’ —(log-co)’ 
d’ou par integration: 
E 
(16.) tangO / 
J ya 


og(co)-do 


nn = 0m. 
*— (log-co)’ 


\ oO N 


\ 
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Par consequent: 
e "logie +hlido, 
Pr I Var—Tlog-e@ + 


On a ainsi le theor&me: Les rayons de courbure correspondants g, r, des 


—= 3,t+mcotO. 


[ r . (4 D) 
lignes A, /, ont un rapport constant & = a), quand 4 est definie par l’equation 
intrinseque (16.) et Z, par l’&quation cartesienne (17.). 

Deux lignes representdes par les m&mes @quations, l’une en coordonndes 


intrinseques et l’autre en coordonnees cartesiennes, peuvent-elles &tre semblables 
ou €gales? 


Les lignes demandees doivent &tre representees par les equations (16.), 
(17.), quand on y suppose tangO = 1; et de plus la condition r,= ag doit &tre 
accompagnee par l’autre ds, = ado. 

Cette derniere condition (A cause de l’Egalite (14.) et da la condition 
tangO = 1) se reduit &: 

Yl+o”= a: 

eela porte & la conelusion que 4 doit &tre une spirale logarithmique. Mais 
puisque dans ce cas la ligne /, est une droite, il suit qu’on doit r&epondre 
negativement A la demande qu’on vient de faire. 

On en eonelut: Il n’existe aucune ligne plane qui puisse &tre repr&sentee 


par la m&me &quation, soit en coordonnees intrinseques, soit en coordonnees 
cartesiennes. 


$ 4. 
Cas. II. La courbe A, soit representee par l’equation intrinseque: 
(18.) 9% = F(o,). 
Puisque la ligne 4, est la developpee de A, on a: 
do = Fe. 
P, 
Si done on a recours aux @quations (1.), on obtient: 
|® = a+h 
(19.) | o= yaurden 
> F(0,) 


h etant une eonstante eonvenable. 
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x 


Dans les @quations (7.) on peut introduire les elements relatifs a la 
ligne donnee A, En remarquant qu’on a les relations (19.) et les autres: 
e_,. d/ de\__de, _ F(o,)F(o,) 
do do ART TERN 

on trouve: 


en + cot' 2) r (9, -+ h). 
(20.) > > ‘ 
nn F (0,) und de 0, + h - 


Et puisque 2, = 3 = 0c0t9, la deuxieme equation (19.) donne: 
(21.) z, = craf m rMdm 


us \ 
F (0,) 





On a done le theor&me: 

Si la section droite A, du eylindre contenant la ligne de strietion Z, 
est representee par l’equation intrinseque (18.): 

Les lignes A, et /, sont determinees par les deux premieres et par 
les deux dernieres &quations (4.), pourvu que l’on remplace o, par sa 
valeur (18... La section droite 4 du eylindre eontenant L est representee 
par les @quations (19.). La section droite A, du eylindre contenant le lieu 
des centres des spheres osculatrices est definie par les @quations (20.). La 
ligne 4,, transformee plane de la ligne de strietion Z,, est representde par 
l’equation (21.). 

Il suit d’iei que, lorsqu’on se donne arbitrairement la ligne A,, aucune 
des lignes A, A,, A;, l,, 1, ne resulte determinde d’une maniere unique. 

En supposant F(o,) = constante =m dans les formules de ce paragraphe, 


on trouve: 
m , cot’® 
sin?@ " 2m 


0, = (0,+h)cot 0; 9,= 


(0,+h)', 
d’ou ıl suit: 


J Rn ri 
m > m’ 


73 V ang 6* sin’ Otang’© 
Done: Quand l’helice Z est tracde sur un eylindre dont la section droite 
est une developpante de cercle, Y’helice Z, lieu des centres des spheres os- 
culatrices, est plac&e sur un eylindre de la m&me nature (V.$ 7). 
Dans la m&me hypothese, on trouve que la transformee plane /, de la 
ligne de strietion Z, est la parabole: 


cot 9 m 
2, = Su (0,+ h) 


(Cela eonfirme un resultat obtenu dans le $ 3). 
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La section droite A, du eylindre X, est definie par l’equation intrin 
seque qu’on obtient en eliminant o, entre les &equations: 








2 msin’Ocos’O:0, = 608°’9(0,+h)Ym’-+ (6,+h)' cos’ 0 
+ m’log |(0,+ h)ecos’O+Ym’-+ (G,+h)’cos’O}, 


1 Im? + (6, + h)’cos!@1? 


0, = —— I ; ; 
sin?Q (1 -+ cos’Q)m’+ (0, + h)’cos' 9 


S 





Entin la transformee plane /, de la ligne Z, est representee par l’&quation 
cartesienne: 
2sin Qcos’I-.0, = cos’OY2tang I(m+2tang cos’ I-2,)2, 
+mlog |eos’OY2tangO:mz,+VYm’-+2tangOcos'’O-maz;|. 
Y a-t-il des heliees, ayant une ligne plane pour lieu des centres de eourbure? 
Puisque cette condition est remplie quand 9, = x, la premiere @quation 
(4.) donne dans cette hypothese: 
(1+.c08’0)05— c08°’0(0,+ h)-0,0,+(0,+h)’-co®9 = 0. 
On obtient d’iei l’equation differentielle lin£aire: 
J ‚na? 9) 
= rot = ren‘e, 
a laide de la transformation: 
eo = 2. 
En appliquant alors la methode ordinaire d’integration et les transformations 
portees par des calceuls usuels, on trouve: 


99 \ b : = 2 
(22.) = (0,+ h) | c(0,+ h)or®— cos’ Q, 
ce etant une constante, 
‘n se bornant a la determination de A, les &quations (19.), A l’aide 


), donnent: 


de la relation (22.), 


» 


do 
0= 
„yo N 
\ 23.) 2 
l co 9 — cos! O 


« 


un 


On voit done qu'il y a une classe entiere d’helices juissant de la propriete 
dite; elles sont tracedes sur des eylindres dont les sections droites -/ sont 
des lignes de la famille (23.). 

Les equations (18.), (21.) demontrent qu’une ligne gauche Z,, choisie 
d’une facon arbitraire, ne peut pas &tre consideree (en general) comme la 
ligne de strietion de la surface gauche des normales prineipales d’une 
certaine helice. 
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» 
* 


On peut prendre arbitrairement le cylindre K,; 
ceei, Ja ligne Z, peut &tre decrite d’une infinitE de manieres. 
Si, par exemple, la section droite /, du eylindre K, est la elotoide: 


> 
- 


HL dad 
O\, — F(0,) na g.? 


0 


mais une fois fixe 


la ligne 4, transformee plane de la ligne de strietion, est representee par 


l’equation: 
cot@/0) ho: 
tz). 
Il y a done une infinite de lignes Z, placees sur le eylindre susdit; pour 
h=0, la transforme&e plane /, se r&eduit A une parabole cubique. 


85. 


Cas III. La ligne /, soit representee par une des &quations: 


(24.) 9,= plz), 
(25.) 3, = v(0,). 


En eliminant o, entre (14.) et (24.), on obtient: 
f(z,tang O0) = Y(z,)+Äh, 
d’ou, en remplacant z, par z, cot®: 
f(2) = Plz,cotO)+A. 
Uonsequemment: 
(26.) 


( 
En @liminant z, entre (21.) et (25.), on a: 


ın(0,) = COt 3 / 


= p(ocotO)-+h. 


‘(G, + h)do 


F(o,, 
d’ou (en remarquant que F(o,) = @,): 
n 0, +h 
(27.) 0%, = —u—:e0t0. 
w'(0,) 
Si l’on porte la valeur (26.) de o dans les deux premieres &quations (3.) 


et Ja valeur (27.) de o, dans les deux premieres &quations (4.), on obtient, 
apres un ealeul tres facile: 





PATER... 9 Ip(ocot @) + h} \p'’(ocot 9) + sin’Qcos?’@!2 
Si sin’Y }g9'’(ocot @) + sin’ cos} — cos’O})y(ocot 9) + h\y' (ocot®) 
cos I (0, + A))1 + sin’® cos’ w'’(o,)\? 
’9Q N = . . wer‘ m 12 \ Mm / N " , 
(28.) sin’ uw (0,)}1 + sin’Gcos’I9 ww (0, )i + cos’9(o, + h)- ıp \0,) 
cos 9 5 ı» ’ 4 
0, = — / Ip (Cor Y)+sin’Qcos 9: do 
IT al PN & 
= — - fi 1+sin’Ocos’9- w”(0,)-do,. 
sin’. EM 
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On deduit des &quations (1.): 
0= o+h= p(z,)+h. 0 = 2,tang Q). 


Si$done on en fait la substitution dans les deux premieres &quations (7.), 
on arrive aux formules: 


h “ 0) ..9) » " 
[| = ol N, 
(29.) Ä 
so) . rn ! 
| = gsi Hp) +hlY (2u)]- 


Si l’on porte la valeur (26.) de e dans les deux dernieres &quations (3.), et 
ensuite on @limine o entre les @equations qu’on va obtenir, on a: 


(30.) o= Yy"(2,)+sin’Ocos’ 9: dz.. 


5 
sın“ ©. 
Si enfin dans les deux dernieres equations (4.) on remplace 0, par sa va- 
leur (27.), on trouve: 

| 1 /Yıiss .Oc08:0 wc ) d 
0 = <z sin Ocos 9. (0,)-do,. 
(31.) ' sin’®. en 


| 3, = v(0,). 
On a done le theoreme: 


Lorsque la ligne /,, transformee plane de la ligne de strietion L, est 
representee par une des &quations (24.), (25.), les lignes 4 et A, sont re- 
presentees par les &quations intrinseques (26.) et (27.). Les autres lignes A,. 
A, sont representees par l’ensemble des &quations (28.), (29.). Enfin la 
ligne /, est representdee par l’&quation cartesienne (30.) ou par l'ensemble 
des deux e&quations (31.). 

Ce theoreme fait voir que lorsqu’on se donne la ligne /,, il y a seule- 
ment la ligne /, qui resulte determinde. d’une seule maniere. 

Quand 0, = p(z,) = az,+b, l’equation (26.) donne: 

o = acot9-o+b+h. 
Si done on a recours A un theoreme du paragraphe 3, on a: Lorsque la 
ligne de strietion Z, est une helice, les quatre lignes Z, Z,, Z,, L, sont des 
helices eylindro-coniques ($ 2). 

Les &quations (25.), (27.) demontrent que la transforme&e plane /, de Z, 
peut &tre prise arbitrairement; et A chaque forme de celle-ei eorrespond 
une infinite de eylindres Ä,, sur lesquels on peut envelopper le plan de /, 
pour avoir la ligne de strietion Z,. 
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Si, par exemple, on veut que la ligne plane /, soit la conique A centre: 


3, = w(0,) =Va-+bo,, 
le eylindre X, a pour seetion droite une courbe definie par l’@quation: 


nn (0, +h)Ya-+ bo? ot. 
bo, 


Cette Eequation donne toute une famille de courbes, chacune earacterisee 
par une valeur partieuliere de la constante Ah. 

Pour A=0 et pour des valeurs negatives de b, l’equation preeedente 
donne les courbes eyeloidales. 

Peut-il-arriver que les lignes 4,, Z, soient representees (l’une en eoor- 
donnees intrinseques g,, 0, et l’autre en coordonnees eartesiennes z,, 0,) par 
la m&me &@quation? 

Si l’on a regard aux egalites (25.), (27.), on trouve la condition: 

w(0,)-W(0,) = (0,-+h)cotQ, 
d’oüu par integration: 
3, = w(0,) =Vc+(0,+h)'- cotl). 
La propriete dont on vient de parler a done lieu quand la section droite 
A, est la courbe: 


9, = Vc+(0,+h)’- cot®; 


et dans ce cas la transformee plane /, de la ligne de strietion Z, est la 


eonique: 
3, — (9, B- h . " eot () > Ce. 
$ 6. 
Cas IV. La ligne /, soit representee par l’&quation: 
(32.) 0, = P(2,). 


En @liminant o, entre (15.) et (32.), on obtient: 

f (ztangO) = e0sOVsin'-P"(z,)— cos’ O, 
„’est-A-dire, en remplacant 3, par 2,010: 

f (2) = eosOYsin’O-DP"(z,cot O9) — cos’ ©. 


Et puisque oe = f(o), il resulte: 
(33.) 0 = 0080 / YsinO-P"(oeotO)— cos - do. 
Si l’on remarque que: 


% 


= 3-tangO = z,-tane O: 0 = G,+h, 


> 


33” 
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l’equation (33.) se reduit A l’autre: 
(34.) 0,+h = sinO / Vsin’O-®"(2,)— cos’ 0 - da, 
h &tant une constante arbitraire. 
L’equation (33.) donne par derivation: 
| a — 3a  ®(0c0t9)-$"(ocotQ 
0' = e080Vsin’O:.$"(ocot9)— cos’ 9; E" = sinOcos’( — ( “ 2) ( ) 7 
Ysin’9-P'*(ocot®) — cos’9 
de maniere que, si l’on porte les valeurs de g, 0’, oe" dans les deux premieres 
equations (3.) et dans les deux premieres @quations (7.), on trouve: 
c08?9-B'’(ocot9)y sin’O-B'’(ocotQ)-cos’O / Vsin’O®':(scotO) c0s’Q-do 
iW an | Be 
sinY-B'’(ocot®)] sin ’9-P'*(6c0t9)-c0s’9 -c0s’O®’ (ocotO)-®"(ocotO) [ Ysin’OB'’(acot®) cos?9 dc 
o, = P(0c0tO), 
_ecos®’o|. 


= \sinO+sinOP“(ocotO)+ 


c0sO-P’(ocotQ)P"(ocot®) 
sıin® 


En 9). (Vsin’0.D°(oeot)-e08’0:do| 
Ysin’OP"(ocotQ) — cos’Q * 
- / Vsin?9.D*(ocot0)— cos’ 9-do, 


6, = ot’ 0 |0+ Vsin’0-D"(oeot) cos’ di sin? 0-®"(oc0t0)—cos’@-do! 
On a done le theoreme: 


Lorsque la ligne /, transformee plane du lieu des centres de cour- 
bure, est representee par l’&quation (32.) les sections droites A, A, A, et la 
transformee plane 4, de la ligne de strietion Z, sont representdes par les 
equations (33.), (35.), (36.) et (34.). 

En portant la valeur (33.) de e dans les deux premieres &quations (1.). 
on obtient: 


| 0, = e08’OYsin’O-P"(ocotO)-eos’Q- /Vsin’0.$*(scotO —c08’0:do, 


(31.) | 
| 0,+h = 6080 / Ysin’O.Db"(ocotO) —cos’Odo,. | 
Si l’on se rappelle enfin que quand z,= w(o,) est la ligne Z, on a: 
ie I 
(38.) 0, = Se: ot G, 


on peut &noncer le theoreme: Dans la m&me hypothese, la courbe A,. 
section droite du eylindre eontenant la ligne de strietion Z,, est definie par 
’equation intrinseque qu’on obtient en Eliminant o entre les Equations (37.); 
ou bien par l’equation intrinseque (38.), w(o,) €tant la fonetion de o, 
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qwon obtient de l’Egalite (34.) en la resolvant (apres l’integration) par 
rapport & 2.. 

Ces theoremes font voir que lorsqu’on donne la ligne /,, toutes les 
autres courbes 4, A,, A,, A, I, resultent determindes sans aucune incertitude. 

Voiei une application de ce dernier th&eor&me. 

La transforme&e plane /, soit la courbe representee par l’&quation: 
ER 


— 1 22, /42’-+m’sin’Oco8? O 
Amsin?® | ı1 #37 


0, = 
+ m’sin’Ocos’O-log(23,+V42; + m’sin’Qcos’O) ' 
L’&quation (34.) se reduit a: 
Oy-rh = 
m 


et celle-ei donne: 

2, = w(O,) = |m (0,+h). 
Si done on fait usage de l’equation (38.), on eonelut que la section droite 
A, du eylindre contenant la ligne de strietion Z, est la courbe definie par 


l’equation: 
2cotQ | 3 
O\ == (0,+h)?. 
m 
CUonsequemment [formules (21.), (19.)] la transformee plane /, de la ligne 
de strietion est la parabole: 
2, = m(o,+h), 
et la section droite A est la courbe definie par l’&quation: 
cot?® , 
Ö. 
m 
On reconnait d’iei que / appartient A la famille des chainettes. 
Si 0, = D(z,) = az, +b, l’equation (33.) donne: 


0= Ya’sin’9 — c08’0: 6080-0. 

Par eonsequent: Quand le lieu Z, des centres de courbure de l’helice Z est 
une helice, les quatre lignes Z, L,, L,, L, sont des helices eylindro-coniques ($2). 
Une ligne gauche Z,, choisie d’une facon absolument arbitraire, ne 

peut pas &tre consideree comme le lieu des centres de courbure d’une cer- 
taine helice.e On peut cependant prendre arbitrairement la transformee 
plane /, d’une telle ligne Z,; et une fois qu’on a fixe Z4, il n’y a quwun seul 
eylindre K, sur lequel on peut envelopper le plan de /, pour avoir la ligne 
L,. Un tel eylindre a pour section droite la courbe definie par les &quations (35.). 
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7. 

Si l’on remplace la ligne 1 representee par l’&quation (13.) par l’autre 

ligne definie par l’equation: 
(39.) aa fKo)+e, 
(e etant une constante quelconque) l’Equation (15.) reste invariee, tandis que 
la (14.) se reduit A l’autre: 
o,+h-c = f(z,tang ®). 

On a done le theor&me: Si l’on considere la serie d’helices tracdes sur des 
eylindres dont les sections droites sont les courbes definies par l’&quation 
(39.) et coupant les generatrices sous m&me angle, les transformees planes 
/, des lignes de strietion Z, sont identiques entre elles; les transformees 
planes /, des lieux des centres de courbure Z, sont aussi identiques entre elles. 

Kemplacons la courbe 4 par une quelconque de ses paralleles 4;: 
puisqu’on a: 
"do 


rd 
0, =0+e=f(o)+ec; = o+e/ tel aa 


ce etant une eonstante, les Equations (1.) donnent: 
| 9,= c+f(0), 


40.) | -d 
\ | = lo+e/ Kajeote. 


On a ainsi le theoreme: Quand l’helice Z est trace sur un eylindre dont 
la section droite / est parallele & la ligne: 

e = fo), 
la ligne A, est invariable et la transformee plane /, de la ligne de strietion 
L, est definie par les &quations (40.). 





Exemple. — Soit f(0) = — -; les deux equations (40.) apres l’Elimination 


de o, donnent: 
(41.) 2tang O(0,—c) 2, = 2a?0—a’c. 
Si l’on @limine la eonstante arbitraire e entre l’equation (41.) et sa derivee 
par rapport ä& ce on obtient: 
0,3, = —tecotO:.a‘. 
On a done: En faisant parcourir & 1 toute la serie des paralleles 


\ - a . er : 
ala clotoide g = — , les lignes de strietion Z, enveloppent, sur le cylindre 


fixe K,. une courbe dont la transformee plane,est une hyperbole &quilatere. 
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Les transformees planes /, de ces lignes Z, sont des lignes du troisieme 
ordre, reduetibles a une hyperbole Equilatere pour e= (0. 
Remplacons la courbe 4 par la developpee de la ligne: 


o = f(0). 


Puisque le rayon de courbure et l’are de A sont dans ce cas: 


fKoyf‘(o) et Ko), 
on a, par l’application des &quations (1.): Quand l’helice Z est tracde sur 
un eylindre dont la section droite A est la developpee de la ligne o = /(0), 
la ligne A, est la deuxieme developpee de celle-ei et la courbe /, est repre- 
sentee par les equations: 


0,=f(0)-f (0): 2, = f(0)- cot©. 
a? 
Si, par exemple g= _, il resulte: 
a* a’ 
O,=— =; 2, => 2 ot, 
) 
d’ou: 

tang’Q , 

0, = —- gi "Zus 


Done: Quand l’heliece Z est tracde sur un eylindre dont la section droite est 
la developpee d’une celotoide, la section droite du eylindre K, est la deuxieme 
developpee d’une telle elotoide et la transformee plane /, de la ligne de 
strietion L, est une parabole cubique. 

La premiere &quation (20.) peut s’eerire: 

(42.) A 0, WER Be brand 
sın“® 
et cette relation entre les rayons de courbure @,, @, et l’are o, peut servir 
a la solution de quelques questions. 
Si, par exemple, on suppose 0, = eonstante = m, on a: 
0,0, = msin’O— (0,+h)cos’Q, 
d’ot par integration: 
0, = Ve+2msin’ O-0,—(0,+ h ”e08°0, 
€ etant une constante. 

Done: Quand Y’helice Z,, lieu des centres des spheres osculatrices 
de Z est eireulaire, la ligne de strietion Z, est tracde sur un eylindre dont 
la section droite est une Epieyceloide, et l’helice Z est place sur un eylindre 
dont la seetion droite est une developpante d’une Epieyeloide. 
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Dans la formule (42.) 0,0, represente le rayon de courbure 0, de la 
developpee de A, (deuxieme developpee A, de A). D’ailleurs o,+h est le 
rayon de courbure de 4; les trois rayons Q,, 0, 0, sont done lies entre eux 
par la relation lineaire: 

ou = 9&8in’O—oc08’ 9. 
Si A est une developpante de cercle, 0, =0 et E,, o verifient l’Egalite ($ 2): 
0% = 0C0t’ 0. 
Si f est une developpante quelconque d’une developpante de cercle, 0 
= constante =a et 9, _ verifient l’Egalit&E du premier ordre: 
sin I—ocos’O = a. 
Si l’on applique les equations (7.) au cas: 


(43.) o = Va+2bo+.co” 
(a,b, e etant des constantes), on obtient: 
' b-+co r ac—b? 
= ee; ET Te 
Ya+2bo-+co (a+2bo+co’) 2 
et consequemment: 
cH+H EG ZI b-+(c + cos’®)o 
‚= —ga Va+2bo+ch,, = ——— 
0: sin’O + 7 £ sin’O 


L’elimination de o entre ces @quations donne: 


4) 0.- YUWÜHWO)E Re | 
sin’O 

Done: Lorsque la section droite du eylindre eontenant V’helice Z est la 

ligne (43.), la section droite du eylindre contenant lY’'helice ZL,, lieu des 

centres des spheres osculatrices, est l’autre courbe (44.). 

On peut deriver d’iei une foule de r&sultats tres interessants. Si l’on 
remarque que la famille de courbes (43.) comprend: le cerele b=e=V), 
la spirale logarithmique (a=b=0), la developpante de cerele (e=0), la 
eyeloide (e = —1), l’Epieyeloide (c negatif et en valeur absolue <1), ’hypo- 
eyeloide (ce negatif et en valeur absolue >1), on a: Quand l’helice Z est 
tracde sur un eylindre X dont la section droite est un cerele, une spirale 
logarithmique, une developpante de cercle, une eycloide, une £pieyeloide, 
une hypoeyeloide, V’helice Z, lieu des centres des spheres osculatrices est 
tracee sur un autre eylindre X, de la m&me nature que K. 


+2beot’0-0,-+ c0,. 








Ueber die singulären Lösungen der algebraischen 
Differentialgleiehungen höherer Ordnung. 


(Von Herrn M. Hamburger in Berlin.) 


Im 112. Bande dieses Journals S. 205#f. sind die singulären Lösungen 
der algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung in y als Funetion von 
x» nach einem Verfahren behandelt worden, welches gestattet, aus der Gestalt 
der Entwickelung eines Theilers y—n der Diseriminante der Differential- 
sleichung in Beziehung auf y’ nach Potenzen von 2—-c, wo ec ein will- 
kürlicher Werth ist, zu entscheiden, ob y=n ein singuläres oder parti- 
euläres Integral, oder überhaupt kein Integral darstellt. Dem Verfahren lag 
ein Prineip zu Grunde, das Herr Fuchs in seiner Arbeit „Ueber die Ditferential- 
sleichungen, deren Integrale feste Verzweigungspunkte besitzen“ *) angewandt 
hat. Diese Methode lässt eine Erweiterung zu auf die singulären Lösungen 
algebraischer Differentialgleichungen »-ter Ordnung, die in Form von Diftterential- 
sleichungen (a—1)-ter Ordnung ohne willkürliche Constante erscheinen. Ist 
y" 
in Beziehung auf y‘ 


—»—n ein Theiler der Diseriminante .Z/ der gegebenen Differentialgleichung 

»_ wo neine Funetion von 2,9, 9% ,..., 9 bedeutet, so giebt 
die Entwiekelung von y”""—n nach Potenzen von 2— x, für einen willkür- 
lichen Werth von x, in gleicher Weise charakteristische Merkmale dafür, 
ob „> =n ein singuläres oder partieuläres erstes Integral der Difterential- 
sleichung ist, oder überhaupt kein erstes Integral darstellt. Hiermit sowie 
mit der geometrischen Bedeutung von y"”"" = n in allen Fällen besehäftigt sich 
ler erste Abschnitt. Im zweiten wird eine Darstellung von » von einander 
unabhängigen ersten Integralen in der Form y(a,y,y,....y')= eonst, ge- 


(n—i 


reben, worin y nach Potenzen von y”" "— nmit von.z,y,Y',...,9” '"abhängenden 


Uoeffieienten entwickelt ist, und es wird gezeigt, wie die Exponenten der 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1884, Bd. 32, S. 6901. 


Journal für Mathematik Bd. OXXI. Heft 4. 34 
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niedrigsten Potenz in der Entwickelungsreihe ebenfalls für die Beziehung de: 
Gleichung y”""=n zur Differentialgleichung charakteristisch ist. Im An- 
schluss daran wird im dritten Abschnitt die Existenz von » ersten Integralen 
in der Form F(x, y,y',...,y"”, CO)=0 abgeleitet, welche Gleichung vom m-ten 
(Grade in © ist, falls m den Grad der Differentialgleichung in Bezug auf y" 
bedeutet, worin ferner der Coeffieient von €” gleich Eins und die Coeffieienten 
der übrigen Potenzen in der Umgebung eines willkärlichen Werthsystem: 
Tu Yo» Yın Yu” in nach ganzen positiven Potenzen von 


(n—1) 


v2, Y—Yor U —Yın u y 9 
fortschreitende Reihen entwickelt werden können. Eine solche Integral- 
gleiehung wird bei der weiteren Betrachtung zu Grunde gelegt und die 
Diseriminante D von F=0 in Beziehung auf C untersucht. Bezeichnen 
wir einen Theiler derselben mit „""—r', so zeigt sich, dass die Ent- 
scheidung darüber, ob y" "= ein singuläres Integral der aus F= 0 hervor- 
«ehenden Differentialgleichung ist, durch dieselbe Beschaffenheit des Ex- 


ponenten der niedrigsten Potenz von 4" 


—; in der Entwickelung von € nach 
Potenzen von y"""—r' gegeben wird, die das ausschliessliche Kriterium dafür 
war, dass die Gleichung y" "= n, wo y""""—n ein linearer Theiler der Dis- 
eriminante ‚7 ist, eine singuläre Lösung ist. Es folgt daraus, dass die Gleichungen 
4=0 und D=0 die singulären Lösungen zu gemeinsamen Wurzeln haben 
müssen. Während aber eine Bedingung dafür zu erfüllen ist, dass die Wurzeln 
von = eine Differentialgleichung als erste Integrale befriedigen, ist um- 
gekehrt mindestens eine Bedingung erforderlich, damit keine Wurzel von 
D=0 ein Integral der Differentialgleichung sei. 

Die Behandlung der Systeme von Differentialgleichungen erster 
Ordnung mit mehreren unabhängigen Variablen nach der gleichen Methode 
behalten wir uns für eine spätere Arbeit vor. 


I. 
Es sei 
(1.) Kay yr) = 0 
eine algebraische Differentialgleichung r-ter Ordnung für y als Function von 
x vom m-ten Grade in Bezug auf die »-te Ableitung von y nach x. Die 
Coeffieienten der verschiedenen Potenzen von y“” seien ganze rationale 
Funetionen von z, 9, %', ..., y > ohne gemeinsamen Theiler. Als algebraische 
(leichung in Bezug auf y” betrachtet, soll ferner die Gleichung (1.) in 
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dem Sinne irreductibel sein, dass /f nicht in Factoren von gleieher Be- 
schaffenheit wie f von niedrigerem als m-ten Grade in Bezug auf y'” zer- 
jegbar sei. Es ist dadurch ausgeschlossen, dass für willkürliche Werthe 
Von 2, 9,Y 9 die beiden Gleichungen 

2.) ey yay) 0, ey) in 
zugleich bestehen. Ks sei 


. f u" ah 
(3.) A(@,Y,Y DEZE | ) =V 
das Resultat der Elimination von y“” zwischen den Gleichungen (2.), y"”" 


7 sei eine Wurzel dieser Gleichung, und y”’ = eine den Gleichungen (1.) 
und (2.) gemeinschaftliche Wurzel, wenn in denselben y'""" durch 7 ersetzt 


) 


wird. 7 und & sind Functionen der Variablen z,y,y',...,y" Wir können 


stets für diese Variablen Bereiche festsetzen, in denen 7 endlich und stetig 
bleibt und sich nicht verzweigt: die zugeordnete gemeinschattliche Wurzel { 
sei zunächst ebenfalls in diesen Bereichen endlich vorausgesetzt, dann 
werden mehrere, etwa p der Gleichung (1.) genügende algebraische Funetionen 
y“> von y“"=" mit von z,9,% ,...,9" >’ abhängenden Coeffieienten für y’ "= 
in den gemeinschaftlichen Werth £ übergehen. Diese Funetionen y'” werden 
im allgemeinen in Gruppen von zusammenhängenden Zweigen zerfallen, 
und eine solche Gruppe wird dargestellt werden in der Form*) 


1) a | 


\a (n 
nn 1 ala ae 20 


1) 


(4.) y“ m G ur; yuly“ 
worin k wie @ eine von Null verschiedene positive ganze Zahl bedeutet, und 
9 9... Funetionen von x,Y,Y,...,9" "sind, die in Reihen nach ganzen positiven 
(n 


Potenzen von 22 Y—Yın +4 —yy ” entwickelt werden können, falls 


! 
2 Yos Yını++ Yo 
lichen Variablen x, y,y',...,y'"" bedeutet, in denen 7 endlich, eindeutig und 


1 - 


> ein willkürliches Werthsystem in den Bereichen der bezüg- 


. k : ; n \ 
stetig bleibt. Da — als Exponent der niedrigsten Potenz in der Entwiekelung (4.) 
104 
angenommen ist, so darf g, nicht identisch verschwinden. 


gesondert zu be- 


Solcher Entwickelungen (4.) haben wir so viele 
trachten, als es Gruppen der algebraischen Funetion 4” von y“'"' giebt, 
die für y"”=n in einen gemeinsamen endlichen Werth übergehen, der 


rleich & oder verschieden von £ sein kann. 


*) Vergl. Fuchs, Berl. Ber. 1884. XAXAII, S. TOM. 
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Für die weitere Behandlung der Gleichung (4.) ist es nun wesentlich. 
zu unterscheiden, ob die Differentialgleichung (»a—1)-ter Ordnung 


(5.) = na, Ya y" ”) 
ein erstes Integral der vorgelegten Differentialgleichung ist oder nicht. 
Da sie keine willkürliche Constante enthält, so kann sie im ersten Falle 
nur ein partieuläres oder singuläres Integral sein. Die Differentiation 
der Gleichung (5.) nach x muss alsdann für y'” einen der Wurzelwerthe 
ergeben, in welche y'” für ER n ea was erfordert, dass identisch 


a 


e = (n—2) on 

je ® 57 

- AR “ 'y ++ a Y + ay—d) / 
ist, wenn [ einen der Wurzelwerthe bezeichnet. 

Setzt man nun 
"a PR n+tu?, 

so wird 

O0 or or, dan du 

Er: Ä I . l (nr —2) ı “ „a—1 
i = - +. u)tau 
und die Gleichung (4.) geht über in 
du on 
a—] ” P [7 ur! 
au = si—0— „U u" 
dx ’ Ö ya-s un tr 0 

wo zur Abkürzung 

N) 7 “ 

on ı on, ON n-2 on 

= ar - ... - r- - ) PP > «N > ur Ö 
x öyF + 4 öyin-a 9 1 oyr?) l 


gesetzt ist. 
Indem wir nun & als unabhängige Variable einführen, erhalten wir 
folgendes System von » Differentialgleichungen erster Ordnung 


7 BE "ne Be, _ A. et nn 


du N’ du N Y; du N AN du N 
dyt"-?) en“! FT ö 
na u ale Fe, ), 
z a 
N=C-0o-— äy- te tgut+-- 


(n—?) 





durch welches die » Variablen x, y, y',...,y""” als Funetionen von a bestimmt 
werden. 

Wir nehmen zuerst den Fall, dass y”""=n kein erstes Integral der 
vorgelegten Differentialgleichung sei; dann ist o für willkürliche Werthe 
von 2, 4,9 ,...,y" > von { verschieden, und wir können das Werthsystem 





n. 
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20, Yo» Yon +96 So gewählt denken, dass o auch für dieses von Z verschieden 
ist. Die rechten Seiten des Gleichungssystems (6.) stellen dann nach den 
gemachten Voraussetzungen Functionen von 2,9, y',...,y" u dar, die für 
2=0,Yy=Ys Y = Yon. y"? =yG”,u=0 endlich sind und in der Umgebung 
dieses Werthsystems nach ganzen positiven Potenzen von 2— 2. y—Yı, y —Yı, 
ya —yi >, und » entwickelt werden können. Den Differentialgleichungen 
(6.) wird also durch ein System von Funetionen genügt, die für « = 0 resp. 
die Werthe z,, Yo. %u,....y6° > annehmen und in Reihen nach ganzen positiven 


Potenzen von x sieh darstellen lassen. Man erhält: 





1 Yu 
-n =. ua” +but't.---, 1—lı = — u’-+-- 
3 0 Er 2 + Y Yı ar 77 
“ (n—3) _ „(R-3) y (n—2) __,(n— 2) Not 
Apr ? Be. n— — _ ) u” nun N N—ı — w < —— - 0 { 
J 9 =) Hk; 0, L J J S) Ec 6, | 


wo der Index O0 bei © und o, wie überall im Folgenden, den Werth der 
mitihm behafteten Grösse für = z,, y= Yu. 9 = Yır---,y" > = yß ” bezeichnet. 
Dureh Umkehrung der ersten der Gleichungen (7.) entsteht 
1 1 l 2 

(8.) u= (y"")—n): = (—0,)” (2-2) +ßle-2)”+-- 

und hieraus 
I+ a 

(I) y""’-n = (-0,)(r-2)+yY(2-2) "+ypla-m) + 
Diese Gleichung, deren Coeffiecienten auf der rechten Seite die Parameter 
2 Yo» Yos--»Y5 enthalten, liefert uns die Entwickelung von y"""—n, wo y eine 
3 


Integralfunetion der vorgelegten Differentialgleichung von der Beschaffenheit 


ist, dass y, y', ...,y 9, ya, y für =, beziehlich die Werthe yı, Yu... 95" °, 
Yu, Cu annehmen. Aus (1.) folgt, dass für willkürliche Werthe von &,, Yu. Yus +++, 
y”®, für die unserer Voraussetzung nach {, von o, verschieden ist, die 
Entwiekelung von y”""—n nach Potenzen von 2—x, mit der ersten Potenz 


beginnt. Denkt man sich eine der Differentialgleichung (a—1)-ter Ordnung 


y" >= n genügende Function y dadurch bestimmt, dass y,y',....y” "fürr=z, 
bezw. wie vorhin die Werthe y,,Yo....,y/ erhält, dann wird "=" ebenfalls 


den Werth o, für £ = x, erhalten. 


Ist also y""=n kein erstes Integral der vorgelegten Differential- 
gleichung (1.) und ist der etwa p-fache Wurzelwerth {, den man aus (1.) 


für y’ erhält, wenn man y‘”-" durch n ersetzt, endlich, so hat jede durch 
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die Gleiehung y""” = repräsentirte Curve folgende Eigenschaft: Bestimmt 
man Integraleurven der vorgelegten Differentialgleichung durch die Bedingung, 
dass sie in einem Punkte der ersteren Curve mit derselben eine Berührung 
(a—1)-ter Ordnung haben, so giebt es p solcher Integraleurven, die in dem 
betrachteten Punkte in eben so viele Verzweigungsgruppen zerfallen, als es 
Entwiekelungen der algebraischen Function y'” von y"”"" mit dem gemein- 
schaftlichen - Werth & für y""”=n von der Form (4.) giebt, so dass z. B. 
eine solche Gruppe aus « Zweigen besteht. Alle diese p Integraleurven 
berühren einander in dem betrachteten Punkte mindestens in der »-ten Ord- 
nung, haben aber daselbst mit der erwähnten, durch die Gleichung y""=n 
repräsentirten Curve keine Berührung von höherer als der (a—1)-ten Ordnung *). 


Die Gültigkeit des Satzes setzt willkürliche Werthe von &,, Yyo....96 
voraus, sie erleidet eine Ausnahme, wenn £,= 0, ist, was nach unserer Annahme 
eine Bedingungsgleichung zwischen den genannten Werthen darstellt. 


Wir nehmen jetzt an, dass für y'""" =n der Coefficient der höchsten 
Potenz von y“” in (1.) identisch verschwinde, also eine oder mehrere Wurzeln 
y' der Gleichung (1.) unendlich werden. Unter den der Gleichung (1.) ge- 
nügenden algebraischen Funetionen von y”, die für y”""=n unendlich 
werden, gebe es eine Gruppe von « in y”""=n zusammenhängenden Zweigen: 
dann lassen sich dieselben in der Form darstellen 


k 


y = y"®n) Item) tl, 


wo k, sowie a, eine von Null verschiedene positive ganze Zahl ist und 
9 91... nach ganzen positiven Potenzen von 2— 2, Yy— Yu, Y’— Ya. y —yS 
fortschreitende Reihen bedevten, wenn unter &,, Yu +-,Y5 wie oben ein will- 
kürliches Werthsystem verstanden wird, in dessen Umgebung 7 eindeutig 
verläuft. Von g, wird vorausgesetzt, dass es nicht identisch verschwindet. 


*) Dem entspricht im Falle der Differentialgleichung erster Ordnung der Satz, 
dass durch jeden Punkt einer durch die Discriminantengleichung in Bezug auf y' be- 
stimmten Curve, die keine Integralcurve der Differentialgleichung ist, mehrere in diesem 
Punkte Verzweigungsgruppen bildende Integralcurven hindurchgehen, die daselbst sich 
sämmtlich berühren, aber in eben diesem Punkte mit der ersteren Curve keine Berührung 
haben. Da die Gleichung {= o hier nur die Variable x enthält, so werden von dem 


Ausnahmefall nur ganz bestimmte, sogen. feste Werthe von x, betroffen. Vergl. d. J. 
Bd. 112, S. 213. 
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Setzen wir wieder y"> = n-+u“ und multiplieiren mit «, so erhalten wir. 
indem wir berücksichtigen, dass 


Be! MN u 
! = 0+- „urou 2 
y taten, 
„+11 AU } k-—1 h k+l ı 
u Tr re Hr tet 
) 0 / k+a ı k+a+1 
+ Ira ya 3, u TIrrarı% +. 
und wenn man a als unabhängige Variable einführt, 
da auerkt! dy ‚, auetH+ı dya—3) non  awatk-i 
u. > u. / 2 “ ..». - .— ) P 
du 9, rg M +..." du J 9,+9,u+°-- du J 9,tr9,u+ 
dy‘"-?) (7 + u” )u”' k—1 
du 7 9, r 9, U-r ++» ’ 


Da g, nicht identisch verschwindet, so können wir das Werthsystem 


t BEER 
u, Yor Yos' yo" 


Die rechten Seiten des vorstehenden Differentialgleichungssystems_ stellen 


> so gewählt, denken, dass g, auch für dieses verschwindet. 


dann Funetionen dar, die nach ganzen positiven Potenzen der Grössen 2—r,, 
Y—- Yo Y—Yor:.,y"  —ys > und « entwickelt werden können, folglich genügen 
dem System » Functionen x, y, y',...,y"""" von a, die nach ganzen positiven 
Potenzen von « fortschreiten, und für «= 0 bezw. die Werthe &,, Yu, Yu...) 
annehmen. Man erhält 





au“tk +but'H!4 y y yı a uat* N 
I—- I, = Big ;; ner Ten 7. u Pie ra 
$ (@ + Kk)go (@-+K)go 
9) (n—3) (n—3) __ „(n—?) ü a+k 
? —1 —_y u u 
2) E09 m (u 
(n—?) (n—?) __ ü ak 
un _ N No u + BI 
J 9 (@ r k)goo 


WO gu den Werth von g, für = 2, y = Yu, .-„y" "= ys"” bedeutet. Durch 
Umkehrung der ersten Gleichung ergiebt sich 


1 


1 , 
ei k a+k en 4 
u=yerdn el) there 


& 


und durch Erhebung in die «-te Potenz 


[74 
A a, 1 


’a-+k nr | 
(11.) y"d)on ve ( y gw) (1, a. Hy) + PER 


a 


wo y ein partieuläres Integral der vorgelegten Differentialgleichung be- 
deutet, welches dadurch bestimmt ist, dass y, y', y",...,.y"°, y®, y® für e=z, 
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beziehlich die Werthe y,, Yu, 90, ---, 96°, 77, © annehmen. Die Einsetzung des 
Ausdrucks für « in die Gleichungen (9.) ergiebt, dass dieses Integral y sich 
ine=z, (@+k)-fach verzweigt, und dass alle Zweige dieser Integralcurve 
einander in der »-ten Ordnung berühren. Die durch die Gleichung „""=n und 
durch die Bedingungen y = y,.9' = Yo,....y > = yy) für = x, bestimmte 
Function y von x stellt eine Curve dar, die von allen Zweigen der Integral- 
eurve in ze=xz, in der (a—1)-ten, aber nicht in der »-ten Ordnung berührt 
wird, da für sie zwar y'”"' den Werth 7, aber y'” den endlichen Werth o, für 
x = x, hat. Dieser Satz verliert seine Gültigkeit, wenn g,= 0 ist, was der 
Annahme nach für willkürliche Werthe von &,, Yu, Yo, --„ 96° nicht eintritt. 

Die Entwickelungsformen (IL) und (Il.) sind die einzigen, die für 
willkürliche Werthe von x, Yo. 90, .--, 95° > statthaben, falls y"—"=n kein erstes 
Integral der vorgelegten Differentialgleichung (1.) ist; sie haben das 
charakteristische Merkmal gemeinsam, dass der Exponent der niedrigsten 
in ihnen auftretenden Potenz von a— x, nicht grösser als Eins ist. 

Es sei noch bemerkt, dass diese Entwickelungsformen von der Vor- 
aussetzung, dass 7 eine Wurzel der Diseriminantengleichung 7 = 0 sei, nicht 
abhängig sind, sondern für jede Funetion 7 von z,y,%',...,y” ” gelten, sofern 
nur y’ "= n kein erstes Integral der gegebenen Differentialgleichung ist. 
Im allgemeinen wird dann «=1 sein. 

Wir gehen jetzt zur Betrachtung des Falles über, dass y"""=n, wo 
n eine endliche Wurzel der Diseriminantengleichung 4= 0 ist, ein erstes 
Integral der vorgelegten Differentialgleichung sein soll. Eine der Wurzeln 
y“” der Gleiehung 


fan y) = 0 


wird dann gleich 
y ... tn. _ 2 om 
or + ey Y + r oy"” -3) Y " ay-?) Y 0 


sein. Unter den Funetionen y"”, die der Gleichung (1.) genügen, und für 
y“=’=n den gemeinschaftlichen Werth o annehmen, möge eine Gruppe 
von «@ zusammenhängenden Zweigen existiren, welche die Darstellung haben 
k k+1 
(10.) See rd rt 
worin über g,.9,... die früheren Festsetzungen gelten und insbesondere, dass 
g, nicht identisch verschwindet. Setzt man wieder 


du 


_- 0 u or 7 R— 
y” "= n+u", also y” =0+ ayaau ten‘ las 
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so geht die Darstellung (10.) über in 


(11.) ou“ gi _ — art 
Hier sind zwei weitere Fälle zu unterscheiden: 
1. k<.a. 
Dieser Fall kann, da k und « positive von Null verschiedene ganze Zahlen 
sind, nur eintreten, wenn @>>1 ist. 
Aus (11.) folgt 


ı_, du 


cu“ Z, — gut gu + . (g.-: 2 


on ): a—k ı —k4 2 
oyr?) u u VE + 1% j L 
wo zu bemerken, dass hier «—k>0 ist. 
Führt man « als unabhängige Variable ein, so erhält man das System 
von Differentialgleichungen erster Ordnung: 


BER ER 


1—k 


dx au? dy au” 


-. ne © “ — ! 2; 
du 9,+hu+rh,u’+ »-- du 9 th urh,uö+-- 


dy 3) ’ a. >) 1 h 


ul ee © 5 au” 
du I 9, th u+h,u’+ +. ' du 


—=(n+u”) | 
n VR T h, u + h, U > ++. 


durch welches z, y, y',...,y'"” als Funetionen von # bestimmt werden. Wählt 
man ein willkürliches Werthsystem &,, y, --., 95° ” in dem Eindeutigkeitsbereich 
vonn 80, dass g, für dasselbe nicht verschwindet, so lassen sich, da jetzt 
e—1—-kZ0 ist, die rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen in Reihen 


I ent- 


nach ganzen positiven Potenzen von 22, Y—Yı, Y — Yan y" —yı 
wickeln und es genügen daher dem Systeme » Funetionen x, y,9',...,y" ", die 
für «=0 beziehlich die willkürlichen Werthe ,, Yu, %. ..., 9” > annehmen und 


folgende Darstellung haben: 





C—-I, = . rt, yy= E yuı te 
ui ‚Di . Fu \ ( 
9) ) (@«—k)g,o \ \ (@—k)go = 
(n—3) (n-3) _ & (n—2) „a—k (n-2 (n-2) _ a a—k | 
= en ) u a —yY = N, u 
y P (@—k)go 9 L J J | (u Ski k)goo re 
Durch Umkehrung der ersten dieser Gleichungen erhält man 
1 
a—k a . 
ES (n—1) rn * (@—k)g 0 Mm ve Tr 
u (y —n) =( & (© %,) "+Plz—:z,) 
und durch Erhebung in die «-te Potenz 
- [7 a1 
III. — a—k ze @a—k a—h 
( ) y\“ ’—n > ( * In (2—E,) +P(z—x,) ++ 
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gültig für das particuläre Integral y, das durch die Bedingungen y = y,, 
Ya ynen ey’ =n,y”) = 0, für e= x, bestimmt ist. Dasselbe 
wird durch eine Curve dargestellt, die sich in«==z, (@—k)-fach verzweigt. 
und deren Zweige, falls «—-k>1 ist, sich alle daselbst in der »-ten Ordnung 
berühren. Gleichzeitig berühren sie auch die Curve, die durch die Differential- 
gleichung y“" "= n und die Bedingungen y = y,y' = Ya. ...,y = yy > für 
x = x, bestimmt ist, in der »-ten Ordnung, da für das so bestimmte y eben- 
falls y" "= n, und y' = 0, für 2 = x, ist.”) Durch diese Eigenschaft charakteri- 
sirt sich die Gleichung 9" = n als singuläres erstes Integral der Differential- 
gleichung (1.). Bezeichnend für die Entwickelungsform (III) ist, dass der 
Exponent der niedrigsten darin auftretenden Potenz von c— x, grösser als 
Eins ist. 
2, k>e-—1. 

In diesem Falle erhält man aus (11.) 
du l © 


(13.) = - 


9 k—-ao+1 9, k—a+2 ı 
" U u [2 Rn 
dr a oy") 7 + @& Hr 


144 


wo jetzt k—a@-+1 eine von Null verschiedene positive ganze Zahl ist. Fügt 
man dazu die Gleichungen 


dy BER dy"-?) 


= nt. 
dx e 


so stellen (13.) und (15%) ein System von Differentialgleichungen erster 
Ordnung dar, durch welches a, y, y',...,.y”” als Functionen von x bestimmt 
werden. Die rechten Seiten lassen sich für willkürliche Werthe &,, yo, 90, ...,9 
im Eindeutigkeitsbereich von 7 nach ganzen positiven Potenzen von 2— x. 
Y—YY —Yor-,9" —yy > und a entwickeln. Folglich giebt es ein System 
von Lösungen der Gleichungen (13.) und (13°) von der Beschaffenheit, dass 
die Funectionen #,Y,9 ,...,y9"°” sich in eine Reihe nach ganzen positiven Po- 
tenzen von 2— x, entwickeln lassen und für = x, beziehlich die Werthe 
0, Yo: Yı5 +95 > annehmen. Die Einsetzung dieser Reihen in (15.) ergiebt 


a=0, also y"—’—n=(, 


”) Dem entspricht im Falle de; Differentialgleichung erster Ordnung der Satz, 
dass die durch einen Punkt der singulären Curve hindurchgehenden Zweige der particu- 
lären Integralcurve, falls mehr als ein Zweig vorhanden ist, einander und zugleich die 
singuläre Curve berühren, die daher die Enveloppe der particulären Integralcurven ge- 
nannt wird. Vergl. dieses Journal Bd. 112, S. 217, 








- 
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wodurch sich (13°.) auf das System 


dı N dy' 7 
y, _=y", 


dx ‘ dx ht, dx 


redueirt, welches selbst wieder mit der Differentialgleichung (» — 1)-ten Ord- 
nung y"”=n äquivalent ist. Also ist in diesem Falle „= ein par- 
tieuläres erstes Integral der Differentialgleichung (1.). Ausserdem kann diese 
Gleichung zugleich ein singuläres Integral von (1.) sein, wenn es für y" 
als algebraische Funetion von y“”"" Zweige giebt, in deren Darstellung von 
der Form (4.) = 0 und k<e ist. 

Die erlangten Ergebnisse fassen wir in folgenden Sätzen zusammen: 

Ist y""’=n(z,y,Y ,...,y'“ ”)eine endliche Wurzel der durch Elimination 
of 


Ze = 0 hervorgehenden Diseri- 


von y'” zwischen f(z,y,y,...,y’)=0 und 


minantengleichung 
Key.  )= 0, 
so sind 3 Fälle möglich: 
1. y""=n ist kein erstes Integral der vorgelegten Differential- 
sleichung; dann gilt für alle Integrale y, die die Eigenschaft haben, dass 
7, für einen willkürlichen Werth y,y',....y'""” die willkürlichen Werthe 


! 
( 


> und y"’=" den Werth 7, = 7(&,, Yo. Yu, ..-,95° ) annehmen, eine 


(n— 


Yo, Yoy + Yu 
Entwickelung von y'" "’—n in der Form 


f \ (n—1 ) 
(14.) rn = Pla-a), 


wo 3 eine nach positiven ganzen oder gebrochenen Potenzen von r—z, 
fortschreitende Reihe bedeutet. In allen diesen Reihen ist der Exponent der 
niedrigsten Potenz von e— x, nicht grösser als 1. 

2. y"’=n ist ein singuläres erstes Integral; dann giebt es erste 
Integrale, die eine Darstellung in der Form (14.) zulassen, in denen der 
Exponent der niedrigsten Potenz von r— x, grösser als 1 ist. 


l 


3. y' ”’=n ist ein partieuläres erstes Integral; dann redueiren sich 
einige Darstellungen der Form (14.) auf y„""—-n=0. Für den Fall, dass 
es ausserdem Darstellungen der Form (14.) giebt, in denen der Exponent 
der niedrigsten Potenz von e— x, grösser als 1 ist, ist „= n zugleich 
ein singuläres erstes Integral. 

Die Natur des Integrals y" "= n kann man übrigens unmittelbar 


35* 
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aus der Entwiekelungsform (5.) für y'” erkennen, die für den Fall gilt, dass 
y'"’=n ein erstes Integral der vorgelegten Differentialgleichung ist, 
k k+1 
hit ec 1 Yaliahnet le: 2! 71 Bald.) Ba aha 

wo k und « positive ganze von Null verschiedene Zahlen bedeuten. 

y"»’=n ist ein singuläres Integral, wenn k<e, ein particuläres, 
wenn k>e—1, und beides zugleich, wenn Entwickelungen von der einen 
und der anderen Beschaffenheit existiren. Da 7, 0, 9,, 91,... Funetionen von 
2,959 ,...,9 sind, also y'“"" nicht enthalten, so erkennt man, dass im ersten 


u 6 (n) %se . - . . . .. ‘ 
Falle Rn — x für y””=n, im andern Falle endlich is. Wir können G 
ey“ 1) Y I» 


also das Kriterium dafür, dass „""=n ein singuläres Integral ist, in 
folgender Gestalt aussprechen: 
Ist eine der Wurzeln y“” der Gleichung 


EEE BE u ee 
or 


2, N 
on on 


BE ne ' } (n—?) on i 
? == + ee, ee ul Ind ei 1 = 9. 
Y ox oy Y | | oyr3) Y O yr9) / 


was die Voraussetzung ist, dass y” "= n überhaupt ein erstes Integral der 
vorgelegten Difterentialgleichung f(x, y, y',....y" >, y)=0 darstellt, und giebt 
es Zweige von y”’, als algebraische Funetion von y”=" betrachtet, für die 
%Y" = wird für yo? =n,y”=o, dann ist das Integral y"> = si 

Zn x wird für y =n,y”=0, dann ist das Integral y =n sin- 
gulär. Dasselbe Integral kann zugleich particulär sein, wenn die Function 
oyl") 
ayl"—1) 
Substitution y" "= n,y” = 0 einen endlichen Werth erhält. Ist das letztere 
bei allen Zweigen der Funetion y” der Fall, so ist y”)=n ein parti- 


y”’ noch andere Zweige besitzt, für welche der Ausdruck bei der 


euläres Integral”). 

Bemerkung. Aus dem Vorhergehenden erhellt, das y in allen be- 
trachteten Fällen nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von ex, dar- 
stellbar ist, also in x, nur algebraische Singularitäten aufweist. Ausnahmen 
treten ein, wenn zwischen den willkürlichen Werthen x, Yo, Yu, ---, 96" gewisse 
Bedingungsgleichungen bestehen. Diese sind gegeben: 1) wenn in der 
Entwickelung (4.) die Coeffieienten von y'""—n für das gewählte Werth- 
system unendlich werden, 2) wenn, ohne dass identisch = o ist, &, = 9 


*) Verel. d. J. Bd. 112, S. 219, 





I 


pn 
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wird, 3) wenn im Falle, dass identisch = o ist, 95. = (0 wird. Hierdurch 
werden im Falle = 1, wo z, allein in den Bedingungsgleichungen erscheint. 
nur feste singuläre Werthe ausgeschlossen, so dass da, wie bekannt, nur 
in festen Punkten x, andere als algebraische Singularitäten auftreten können. 


Bei Differentialgleichungen höherer Ordnung »>1 erscheint nicht 
mehr x, allein in den Bedingungsgleichungen, daher auch für stetig variirende 
Werthe von x, die Integralfunetion y andere als algebraische Singularitäten 
besitzen kann, sofern man für Yu, Yo, ---, 45° den Bedingungsgleichungen ent- 
eilt, auch 


oO 


sprechende Werthe annimmt. Zu beachten ist, dass das Gesagte 
wenn n nicht eine Wurzel der Diseriminantengleichung, sondern eine be- 
liebige Function von z, y, y,...,y”", worunter auch „= (0 begriffen ist, be- 
deutet. In diesem Falle treten im allgemeinen in der Entwickelung (4. 
aus der alles Folgende abgeleitet ist. nur ganze Potenzen von y"—")—n auf. 


(n—?2) 


Bemerkung 2. Lassen wir wieder &,., Yar +... 4 willkürlich, so kann 


man aus den vorhergehenden Entwiekelungen noch folgendes Ergebniss 
ziehen: Wenn die durch die Gleichung (1.) definirte algebraische Funetion 
y'”’ von y”"" nicht für willkürliche Werthe von x, y, y',....y””" unendlich 


wird, ferner für alle Wurzeln der Diseriminantengleichung y" "= n, für die 


’ 


y”’ als algebraische Function von y”=" sich verzweigt, [=0o=.'+.'y 

. . OT oy , 
on 0 

N ! l (n—?) l ö BL... md rotac wr. ne 1.ın > 

+++. Fan) 9 + age n, d.h. y""=n ein erstes Integral der Gleichung 


(1.) ist, endlich in diesem Falle in allen Entwicekelungen der Form (4.) 
k= «a@—] ist, so sind die Integrale y von der Beschaffenheit, dass y,y',....y" 
für = x, in willkürliche, d.h. oben erwähnten Ausnahmen nicht unterliegende 


Werthe &,, Yo, .-..9%‘ > übergehen, wie auch y„" für = x, gewählt sei, in 
ihrem ganzen Verlaufe unverzweigt. Für » = 1 ist dies Resultat von Herr 


Fuchs in der angezogenen Arbeit bewiesen worden. 
II. 

Es sei 
(15.) PeRYY rn" 


ein erstes Integral der vorgelegten Differentialgleichung (1.). so folgt dureh 
totale Differentiation 


)) = Const. 


in en 


0 (r-1);, 09 


oy"» 


0% , 09 ,,09 u, | 
4 ; Zr WB: FR I — ), 
ö2" dy I ray 9 mr y 











a 


=] 
. 
N 
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Setzt man für y'” ihren Ausdruck in (4.) ein, so erhält man 





tol7; , Fi Oy ii 
f » 
(16.) » 6 
Gy ‘- mus: a n ) pe | ) 
7 oy-1) fe +9g,(y' ER Fly‘ > A n) Rs | 2 


W077,£, 90, 91... Funetionen von z,Y,y', ...,y"" sind, die in nach ganzen positiven 
Potenzen von 2— 2, Yy— Yo, Y —Yor +9" -—y$” fortschreitende Reihen ent- 
wickelbar sind. Setzen wir y" = tu und bezeichnen y, als Function 


von 2, Y,%',...,9° > und « betrachtet, mit p, so wird 


og _ ©g op on Op _ og Cop Mm 09 0 Op on 
Or 0x oyl“ )dr' oy inet Oy oy\" ı) oy’ a oyı“ A oy““ 2) ayı) OyW 2) 
Oy Oy a—] 


—— = au 
au ayr) 


und die Gleichung (16.) geht, nachdem sie mit @u°”' multiplieirt ist, über in 


a] el; na 99 og (n—?) og L 22. —1 04 \ 
Er Gu+2 y’ er T ” ya) y m. ay*) 7 , au Oyu—ı/ 
2. I Si on, on (n—?) on f. a k ,k+1 | 
re, = ee — m d — „n+u)tquW+g u er |), 
1 Ju Be oOrX öyY oyı“ -3,Y oy"*) (n+ ) rg +9 + | 
Betrachten wir zuerst den Fall, dass der Ausdruck 
je on on ) on (n—2) 6) Y 
ER ee ar -n=C—0 
rn Or oy y ya 3) Y  Oyn-29 | S 


nicht identisch verschwindet, so kann der Gleichung (17.) nach dem Satze 
der Frau von Kowalewsky durch eine einen gewissen Grenzbezirk besitzende 
Reihe von der Form 
(18.) yo 3 7 yny) n 

genügt werden, WO Yo, Pız+-- he ganzen positiven Pine von 2-2, Yy—Yı. 
Y—Yır-.y" —yV” fortschreitende Reihen bedeuten, von denen die für y, 
willkürlich angenommen werden kann, und die übrigen sich aus der identischen 
Gleichung bestimmen, welche die Einsetzung des Ausdruckes (18.) für p in 
(17.) ergiebt 


on 
(p+ f: tpatast- (€ a öye-B u” + guu' + gu wre .) 


Re. v=%. ög, dy, 27 Op, ur 
19.) ng = 0 OX a; ; Pr 3 ey 4 y ey?) n) 


oy v! 


) I » 
> e og u 

4 l v v 
— (du a a ee 
Ku; ea}. 
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Aus dieser Identität fliesst eine Folge von recurrenten Gleichungen, durch 
welche die Reihen %,, $, ... successive eindeutig bestimmt werden. Ins- 
besondere erhält man 


=( C-0) Fa (© $o | 9, ' 0%, (n -2) 04 , 
p,= pr Pa-ı=V, (5 m 1)! e o\ An du Yy Lo. 4 ; mr Y 2 « 
Demnach wird 
u“ yatı 
P=YptYp, ut Bi, (aD! +.. 


Zwischen a+1 Funetionen y, die man erhält, indem man für g, ebensoviele 
verschiedene Funectionen wählt, muss eine funetionale Abhängigkeit existiren. 
Denn für a-+1 Funetionen g,, ps,..., %,;, die der linearen partiellen Differential- 
gleichung (17.) genügen, besteht die Gleichung 


O(Y,,$:3:.-Yn+1) '% 

o(2,Yy,Y ,...,y*2),u) 
Man erhält » von einander unabhängige Funetionen g von z, y,...,y "u, 
wenn man für die willkürliche Function 9, der Reihe nach = r. 
= Yon Po = y! 
nur dann von einander abhängig sein, wenn die Functionaldeterminanten 


n—; 


> nimmt. Denn » Funetionen von »+1 Variablen können 


derselben nach je » der Variablen verschwinden. Nun verschwindet aber 
die Funetionaldeterminante der gewählten Functionen, die füra=0 der 


“= nieht identisch, da 


Reihe nach in z,9,....,.y”” übergehen, nach z,y,y',..., % 
sie für«=0 gleich 1 ist, folglich sind die so bestimmten Funetionen y von 


einander unabhängig. 


Indem wir für # seinen Werth (y”""—n)“ wieder einsetzen, erhalten 
wir a von einander unabhängige erste Integrale der vorgelegten Differential- 
gleichung in der Form 


+1 
f „# 1 ) u 
\ y\ ei / J 


(yr9—n) | Lg 
(a+ijt Far (ar) 


z ( 'onst.. 


20.) ptp.y"Pn)+ par 


wenn wir für 9, der Reihe nach z, y, y',...,y"" wählen und %,.9,;,,... in der 
oben angegebenen Weise eindeutig durch 9, bestimmen. 

Betrachten wir jetzt den Fall, dass y'” für y""" = n unendlich wird. 
so dass für y'” die Entwickelung gilt: 


k 1 


' 


\a ı j 


Br (r—1) u T n—1) a | 
y = (y"’—n) Italy" —n) +) 


\ 
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9, von Null verschieden, dann lautet die partielle Differentialgleichung für : 


04 
oy““ 2) 


au” (91 4 


\ox öy I 


op 2 Öy ) 2 
R h (n—2) 2a—1 
y+: + Ay("3) Y + ayt?) N rau 
Op om ; 
+ du + öy (n—2) ‚u gu” "+gıu Hl.) 
und indem man mit «* multiplicirt, 
og 


x» ta—l og “rn ög y og »+2a—1 
au e - y =. n+au - 
Ft 


oOx oy oy"—?) 


ar N r 
Fr (ou — _  —ur° u u’ ) — 
eu ayr—d Yprgutgu+t 


Setzt man auch hier an: 


v=» 
(n—: 9) ur 


Zu Ru 216.72 PEST ed Eee 


so erhält man zur recurrenten Bestimmung der Coefficienten ,, >,... durch 9, 
die Gleichung 


3 


(ni+9: Up; nt tert tt 


017 ea ) a1" 5 % I, 0, ' 
... ( — = Ü ... — — (IM ” ... 
+ CR oyt-?) + zZ Or + oy Y + 
oy | tel; ur = O9, 0 
a Barle. Ai (n—?2) A v n)" arte R 3 v v E, 
ey yr=3) Y r oyr-9) / y! a en oy“ -2) v! Br 
woraus insbesondere folgt 
Yk+u er Op, ' op, ee Op, \ 
), Ze D, zu ser zu 5 = un ft ee I 2) ) 
Yı= 9: Pr+a-ı =, Ih RT I oy Arr3 ya Y Tayia-i) „): 
so dass die Reihe für y die Gestalt erhält 
ukte urtet 1 


p = Pot Pıra k+tajit Pr+a+1 kart" 


Im vorliegenden Falle giebt es also » von einander unabhängige 


erste Integrale der vorgelegten Differentialgleichung von der Form 
k+a k+a-1 


(n—-1) __ @. (n—1) __ a. 
Dr, (y n) (y | n)  ı 

(20 > put Pırza (k+a)! FPrar +0 +1)! + Const., 
wo für 9, der Reihe nach z, y, y',...,y'""” zu nehmen ist und Yx;«, Prr.,ı nach 
ganzen positiven Potenzen von 2—z,, 9-Yo, Y — Yu... y"?—yi? fort- 


schreitende Reihen sind, die in der oben angegebenen Weise von g, abhängen. 
k-t@ 


Da) >1 ist, so können wir, die Gleichungen (20.) und (20°.) 


zusammenfassend, den Satz aufstellen: 
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Ist y"” kein erstes Integral der vorgelegten Differentialgleichung, 
so gehören zu jeder Zweiggruppe von y'” als Funetion von y’ in der 
Umgebung von y”""=n n von einander abhängige erste Integrale von der 
Form 

’ r+1 
(21.) pt hy"? — nn) +h.@y"”’—n) * + = Uonst., 
worin die Coefficienten nach ganzen positiven Potenzen von 2—2., Y— Yo. 
Y—Yın ++ y > —yß” fortschreitende Reihen sind und der Ezxponent der 


(n—1) 


niedrigsten Potenz von y'""’—n nicht kleiner als Eins ist. 


Es sei nunmehr „= ein erstes Integral der vorgelegten Differential- 
sleichung, so dass also für einen Werth &, den y für „”"=n erhält, 


der Ausdruck 
< on od " ! on (n 2) on in a 
— — _— — tt > - ? — . n ,— — ( 
1 oXxX ayI ay\" >) Y oy“" -<) / - , 


identisch verschwindet. Die partielle Differentialgleichung für y erhält man 
aus (17.), indem man =o EN in der Form: 


Op . 6 6) ot 
a—] ’p 1 (in—2) ; )+ a—1 J 1 Ho 
(22 au 5, tr 39 ala ra ae! Y dl Er) ‚N & u oy- 2) er ) 
\ .) e* Op | x) on u’ ’ uf + ( u +] + Eu | zn ( ) 
ou | oyr=2) go 9: ’ 





worin g, von Null verschieden ist. Ist nun 
1. BT 
| | so ergiebt die Division durch «* 


y">+- oy 


n)t+aae 0% 
Er Y Oo yın- 2) N 


ay'” —)) 


! wi on oc | 
Tu + nut (gu — öy  .)u 9,41 k 4 — (0 >00, 


Setzt man 


(Op 
u y+-+ 


oc 2) u’ 


9= 2 2 Play Yı+-- lee 


gt vi? 
worin g, eine willkürliche Funetion der eingeschlossenen Grössen ist, so 
erhält man zur suecessiven Bestimmung der Ooefficienten p,,%»,... die Gleichung 


ın 


2 3 
u u c er EN 
EIER eo a) + 94-414 2 


v=ny/0 re) ) ) 
— a—l—k y Of, 2 Og, (n -2) ’ Of, u 
= — (I u Or -+ Y +. + n—3) U u r 2) 1 n 


a" ay\ oy“”" v! 


Tg We 

Eu 2a—k—1 x ’p, 
au = Ton) 
v—ıu OY v) 
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woraus insbesondere folgt 





ai : Op, 
Me = U, “ F = —0 Fo ey 
1:6 a a  (a-k—1) day 9 
0 0 (n—?) Op, \ 
FT ayin-it +7 ya? ) N, 


ist (wobei zu bemerken, dass wenn k=«—1, p, von Null verschieden ist). 
so dass p die Gestalt erhält 
1 rn 
Wir schliessen hieraus, dass es im vorliegenden Falle » von einander 
unabhängige Integrale der vorgelegten Differentialgleichung (1.) von der 
Form giebt 


u- a. a— 21 


n—1 0. ra—1) __ 7 
Pot Pa-x r (« = Ka T Pat = a ae Seen 

wo für g, der Reihe nach x,9,y',...,y” ” zu nehmen ist, und Pa nn. 
nach ganzen positiven Potenzen von 2— x, Y—- Yo, Y—Yır +, 4y"  —yy  fort- 
schreitende Reihen sind, die in der angegebenen Weise successive eindeutig 
aus g, bestimmt werden. Da der Ausdruck auf der linken Seite für y„""=r 
gleich Y,, also nicht constant wird, so ist y""=n ein singuläres erstes 
Integral. 9,_, ist nach (23.) für ,=8%, H=Y W=Y,.,p=y"” von 
Null verschieden, für 9, = y“"" nur dann nicht, wenn 7 = 0 ist. In diesem 
Fall wählen wir statt dessen 9, = c-+y"”", welches von den anderen 
unabhängig ist, und wofür g,_, ebenfalls verschieden von Null ist, ferner 


 , We —- s ü 
ist 1. Wir haben also den Satz: 
Üü 


Ist „= n ein singuläres Integral der Differentialgleichung (1.), 
gehören zu allen Zweigen von y"” als Funetion von y"», die für „>=, 


. 01 co 2 
den Werth o = 35 t au! Tsd yet er, Hay ” en annehmen, » von ein- 


ander unabhängige erste Integrale von der Form 


r r+1 
2 0 Kuss 0 Nn— a 
(24.) pt hy’ —n) +Hh,.y"’—n)” + = Const., 
worin die Goeffiecienten nach ganzen ge Potenzen von 
Tu, YYın y" u 


fortschreitende Reihen sind und der Exponent der niedrigsten Potenz von 
y'""—n überall kleiner als Eins ist. 
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Ist endlich 
3. k >o-—1l, 
so erhält man aus ak dureh Division mit a”: 


(SE + 09 ot 
y““ 2) ) 1. 7% 
4 - —- (I 
d \3r y3 +. +3 er 3,9 4 : 7 I ( [2 ayır- 2) 
O ul + 1 | = 4-2 4 \ 
er ; u" -,U +...) —=(), 
Zu 190 rg I J 


Aus dieser Gleichung folgt, ns für u—=0: 


9) 6) oc oq 
4 n 2 Yt++: E y9-— P_ n = 0 
Ox Oy I oy” )* oy'" 2) 
oder, indem wir von p auf p als Function von z, y, y',...y" , y" "> zurück- 
sehen, dass für ar — 7 


7Q ( > 0 
A 
O6 n,Mm, O1 aid co N 
BENER äy y m dyo 39 Pe oy‘ Tu ) zur 
ist. Dies bedeutet aber, dass das totale Differential 
dp og % Oy ög dy@-n 
de 6a a ur oy-° 39" 6 yn-) de 
Tr ken Pie also p(z,Yy,Y,...y" 7) für y’=n constant 


wird. Mithin ist in diesem Falle y”""=n ein particuläres erstes Integral 
der Differentialgleichung (1.). Dies steht in Uebereinstimmung mit dem im 
ersten Abschnitte (vergl. S. 276) enthaltenen Ergebniss, wonach, wenn y" "=, 


ein erstes Integral der Differentialgleichung (1.) und in der Entwiekelung 
von der Form (4.) von y'” nach Potenzen von y”" ”’—ny k>ae-—1 ist, 


’ 


y"”’=n ein partieuläres erstes Integral darstellt. Dass auch die anderen 
im ersten Abschnitt bewiesenen Sätze betreffs der Entwiekelung von y""— 7, 


nach Potenzen von 2—z, sich aus den Darstellungen (21.) und (24.) der 
ersten Integrale ableiten lassen, kann man folgendermassen zeigen. 

Specialisiren wir die Constanten auf der rechten Seite in den » ersten 
Integralen 


poth,y""—n) +Hh,.,@y"’—n) * ++ = Const., 


’ eewählt sind, 


in denen für 9, der Reihe nach die Werthe z, y, y',...y 
dureh die Bedingung, dass y, y' ...,y"”, y“ =” beziehlich die Werthe 


(n—2)\ 


a" n—?) ! 
Yan Yarıın 4 MeEor Ya Yard  ) 
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haben sollen, bezeichnen die Coefficienten A,, h,,, in der %-ten Gleichung mit 
h,r, Rryın, ... und setzen wieder y""—n=u“, so lauten die » Gleichungen 
z— a +h,W+h. "+ = 0, 
y—-ythoW® th." + =, 
y-ywthsW+husW tt =, 


9 PHh th. ut He =, 
worin die Coeffieienten A nach ganzen positiven Potenzen von 2— x, y—Yı. 
Y—Yın 4" —yy fortschreitende Reihen sind. Diese Gleichungen lassen 
sich, da die Funectionaldeterminante der Funetionen auf der linken Seite 
nach den Variablen x, y,y',...,y“ > für „=0 gleich 1 ist, durch Reihen 
für &, Y, ..., y" > befriedigen, die nach ganzen positiven Potenzen von u 
fortschreiten und in der Umgebung von «= (0 convergiren, und zwar erhält 
man für x die heihenentwickelung 
2— 2, = —h, (2: Yo: 9, JW+tßuWt'+-- 

und durch Umkehrung 


1 1 1 2 
Nn— 0. 1 r r r 
gerne tree +r 


(h,ı)o = A, ı(Eu Yo, ) 
und daraus 
| « a1 


n—1) Br DER £ BEN x FR r r 
y“ u A (ie (CD) r (2—%,) = zu; a 


Ist nun y” "= n kein erstes Integral, dann ist 


in 
>N1 also m 


a = 


h,.ı/o 


IN 


—"=n ein singuläres erstes Integral, dann ist 


V 


Pa: a 
"I ae —>al, 
& r 


Das sind dieselben Resultate, zu denen wir im ersten Abschnitt aut 
einem anderen Wege gelangt sind. 
il. 
Für die Function g in einem Integrale erster Ordnung 
Ye, yr) il 
haben wir im vorigen Abschnitt aus der Zweiggruppe von y“” als Function 
von „=, wie sie durch die Entwickelung, (4.) des ersten Abschnitts in der 
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Umgebung von y"—"=n dargestellt ist, Ausdrücke abgeleitet, die alle auf 
die gemeinsame Form 


l 2 a—1 
n-1),N\@ ı n— 7 n— { 
p= L+LuW" "n) +." 7) + +L,.,.(y") 
sebracht werden können, wo L,L....,L 
sanzen positiven Potenzen 2— x, Y—Yı, U —Yır +: Y 


„L,-ı Keihen bedeuten, die nach 


in E süie 

1 
fortschreiten. Den « verschiedenen Werthen von (y"—?—n)“ entsprechen 
ca verschiedene Ausdrücke für die g, die mit $,, $». ..., 9, bezeichnet seien, 
Die Coefficienten der Potenzen von C in dem Producte 


\ 


fY N \ Far 
(C-p)(C-4 FEAT (C Pa) 

als symmetrische Funetionen von %,, fs, ..., Y, Sind also durch Reihen, die 
nach ganzen positiven Potenzen von 


(n 1) 


Ta, Y— Yon Yon an TyTN, yo 
fortschreiten, darstellbar, und da n selbst eine Reihe von der Form 
yrd+-RBle—n, Y—Yo Y—Yor 9 > —y ”) ist, schliesslich durch Reihen, 
die nach ganzen positiven Potenzen von 2—a.. Yy—Yı. Y —Yır ...y —y" 
fortschreiten. 
Die Gleichung 
(25.) (C—-Y,)(C—9Y;) ..(C—g,) = 0 
ist ein erstes Integral der Differentialgleichung 
y—u)(y—) ... (ya) = 0, 


WENN %,, U, ..., %, die Zweige der Function y‘” sind, deren Gruppe durch 
die Entwickelung (4.) dargestellt ist. Denkt man sich die Differential- 
sleichung (1.), vom m-ten Grade in y'”, in ihre m linearen Thheiler y”—w, 
zerlegt, für jede zusammenhängende Gruppe von u, die entsprechende 
(Gleichung (25.) aufgestellt und das Produet dieser Gleichungen gebildet, so 
erhält man als erstes Integral der vorgelegten Differentialgleichung eine 
(Gleichung m-ten Grades in C 
(26.) Fe 1.93% ,C)=V, 

worin der Coefficient von EC” gleich Eins, und die Coefficienten der übrigen 
Potenzen von € Reihen sind, die in der Umgebung eines willkürlichen Werth- 
SYStEMS Zu, Yos Yor +, 90, wobei die auszuschliessenden Werthsysteme 
Continuen (a—1)-ter Dimensionen erfüllen, in Reihen, die nach ganzen positiven 


(n—1) 


Potenzen von 2, Y— Yan... y ’—y! fortschreiten. entwickelt werden 
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können. Indem man für die bei der Herstellung der Gleichung (26.) auf- 
tretenden willkürlichen Funetionen der Reihe nach x, y, y', ..., „= wählt, 
erhält man » von einander unabhängige erste Integrale 


Fa, AO) EN a ae =, 
aus denen durch Elimination von y',y',....y“" sich 
w(z, y, C,, C;,..,C,) = 0 
als das vollständige Integral der vorgelegten Differentialgleichung mit 


willkürlichen Constanten ergiebt. 
Wir legen im Folgenden die Gleichung (26.) vom m-ten Grade in € 


Fa, 4, y\...,90>, 0) = 0 


zu Grunde und bilden die Differentialgleichung, der diese Gleichung als 
erstes Integral genügt. Die totale Differentiation derselben nach x, wobei 
wir C als durch diese Gleiehung bestimmte Funetion von z,Y,...,y“""" be- 
trachten, ergiebt 

273 öF OF ÖF m Oral 


d2" öyY metal  ..Ilder’ 


dC 0C, 0o0C oc 
RR: a ee 
u a De yon 9 
gesetzt ist. Multiplieirt man die m Gleichungen, die aus (27.) hervorgehen, 
indem man für C die m Wurzeln C,, C,,..., C,, der Gleichung (26.) einsetzt, mit 


einander, so erhält man die Identität 


i=m ‚FF Mr mim /ör\ dC, dc, dc, 
(ty + + I 0) EEK au Vu 679 BEE ee arte 


k=1 

. oF' . u “ [ . [3 “ . 

Fi (37). „ist die Diseriminante der Gleichung (26.) in Bezug auf C, die 
i=1 ‘OL’ C=C 


wir mit (—1)”"D bezeichnen, sie ist eine Funetion von z, y, y',...y" >; die 
linke Seite ist ein Polynom m-ten Grades in y(”, dessen von z, y,y',...y" 
abhängende Coeffieienten einen gemeinsamen Factor haben können, den 
wir M nennen, und so erhalten wir 
28.) Mfle yyy'...y”) =D a | = * ii | 
Die Gleichung 
fz,yy...y") = 0 

vom m-ten Grade in y'” mit von x, Y, Y,.... 9" abhängenden Üoefficienten 
ohne gemeinsamen Factor ist dann eine Differentialgleichung »-ter Ordnung, 
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welche, wie aus (28.) hervorgeht, dureh ©, = const. (2 = 1, 2,...,m) befriedigt 
wird, da durch diese Gleichungen für einen beliebigen Werth der Constanten 
nicht die von y“” freie Gleichung M=0 erfüllt werden kann; also stellt 
f=0 die Differentialgleichung dar, für welche die Gleichung (26.) ein erstes 
Integral mit willkürlicher Constante (vollständiges erstes Integral) ist. Aber 
f=(0 kann auch noch erfüllt werden, wenn D = 0 ist. Wird dieser Gleichung 
durch y""’=n(e, y,y',...,y"”) genügt, so stellt die letztere Gleichung, je 
nachdem keine der Wurzeln C,,....C,, oder einige, oder alle durch die Sub- 
stitution y"—" =n einen constanten Werth erhalten, ein singuläres erstes 
Integral, ein singuläres und partieuläres erstes Integral zugleich oder nur 
ein partieuläres erstes Integral dar. Aber die Gleichung D=0 kann auch 
erfüllt werden, ohne dass f=0 wird, denn die Gleichung (28.) wird auch 
befriedigt, wenn mit D=0 zugleich M=0 ist. Genügt nun y”—"=n der 
Gleichung D=0 und mit ihr der Gleichung M = 0 aber nicht der Gleichung 
f= 0, so ist y"=" = n überhaupt kein Integral der Differentialgleichung f = 0. 
Es ist nun wichtig festzustellen, unter welcher Bedingung dies eintritt. 

Da D=0 die Bedingung dafür enthält, dass mehrere Wurzeln € der 
Gleichung (26.) einander gleich werden, so mögen p Wurzeln € für y—"=r 


’ 


in 


den gleichen Werth © annehmen, der nicht constant sein soll, da sonst 
y""’=n ein partieuläres Integral der Differentialgleichung f= (0 wäre. 
Die Gleichung (26.) nach Potenzen von y""")—n und C—Z geordnet, erhält 


dann die Form 

F= Ye n)By""’—n, C- IH C-EPB,(y —1)_ n. et, L) N‘ 
wo, wie auch im Folgenden, $ Reihen nach ganzen positiven Potenzen 
der eingeklammerten Grössen mit von z, y, y',..., 9" abhängenden Coefficienten 
bedeuten, und ®, für y""=n,C=[ von Null verschieden ist. Es folgt 


ling, ' 
daraus für —, die Form 


ol 
OF N — ‘ Nn— ya Y \P— n Y = 
29) 7 WR" "nn, C-HHE- By", C-5) 
woB;, für y””=n,C={ nicht verschwindet. 


Nun möge eine Gruppe von «Sp Zweigen der Function ©, die in 
y=n den Werth & annehmen, die Entwiekelung haben 
r+1 


0-5 = len) + rn) + 


WO gu, 913... In der Umgebung von &,, Yu, Yo, ..., 46° stetige Functionen bedeuten, 

























r C 


> 


> 


(G 
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von denen g, nicht identisch ige Substituirt man den Ausdruck 


(30.) für C—-Z in (29.), so erhält © 2, die Form 


Tai Aha San RR ‘) 


wo ®, für y”""=n nicht identisch verschwindet. o wird nur dann kleiner 
als 1 sein, wenn 


und in diesem Falle ist oe = (P-1), sonst ist oe —1. 
Aus er folgt 


(n— 1) _d N 


= +ye- N _n)° R, ((ye- ’ je) D_n) je" PB: (ye- In)“ «(det ; 2) 


wo ®, und B, für y”""=n nicht identisch verschwinden. Also 


IF dc 1 n— > ai d£ a — a ie - 

BEL NG )[w lat DR len) 2 
.) 
N) 


da) 








Herd) ® (ey (1) I - 


Ist nun - —1, so erhält man aus (31.) nach Abtrennung des Factors 


(y’"’—n)* einen Ausdruck, der für y""=n nicht verschwindet, da nach 
dg 


und ®, für y"’=n von Null verschieden sind. 


unseren Voraussetzungen z 


r 
r . ve dt Wie ’ .. ® 
Ist aber _ <1, dann ist (y""’—n) die höchste gemeinsame Potenz 


von y"""’—n auf der rechten Seite von (31.) und nach Abtrennung dieser 


Potenz bleibt ein Ausdruck, der, da ®, und ®, für y"""=n von Null ver- 


schieden sind, y*""—n nicht mehr als Factor enthält, aber doch für y"""= 7 
dyr- D» dy 


a wird. 


verschwindet. weil dann 


Ist daher in den Entwickelungen aller Wurzeln C nach Potenzen 


(n—1) 


von y”="—n von der Form (30.) der Exponent der niedrigsten Potenz _— | 


und bezeichnet man die zugehörigen Exponenten mit Q,, 03,...,0,, 80 ergiebt 
der Ausdruck 

rd dc, dC, dC, u % 

(32.) 11 9C/ce=c, dx de die. on Ger 1) Mf, Y; Yan 9" ') 


k=1 








Hamburger, über singuläre Lösungen algebraischer Differentialgleichungen. 289 


durch (y"—n)**®* "m dividirt, einen Quotienten, der für y'"""=n nicht ver- 
schwindet. Diese Potenz von y'"""—n kann aber nur Mals Factor enthalten, da 
nach unserer Voraussetzung die Coefficienten von f ohne gemeinsamen T'heiler 
sind; also wird M=0, aber nicht f=0 durch y" "= n befriedigt, oder 
y"»?=n ist in diesem Falle kein Integral der Differentialgleichung. Ist 
hingegen für eine Gruppe der Wurzel €, in der Entwiekelung von der 


\ . . r 
Form (30.) der Exponent der niedrigsten Potenz von y—n <i€, dann 


bleibt nach Abtrennung der höchsten Potenz von y”"""—n auf der rechten 
Seite von (32.) noch der Ausdruck Mf(z, y, y',....y”’) übrig, der nach dem 
Obigen für y"""=n verschwindet, während M nicht mehr y”"""’—n als 
Factor enthält, also muss f(z,y,y,...y”)=0 werden für y""=n, oder 
y"»=n ist in diesem Falle ein Integral der Differentialgleichung. 

Im vorigen Abschnitt haben wir, von der Differentialgleichung 
ausgehend, festgestellt, dass wenn p(z,9,y,...9y” ’)=( ein erstes 
Integral ist, in der Entwickelung von C nach Potenzen von y"""’—n der 
Exponent der niedrigsten Potenz von y—n nur dann kleiner als 1 ist, 
wenn y“ "= n eine Wurzel der Diseriminantengleichung in Bezug aufy (4=0) 
und zugleich ein singuläres Integral der Differentialgleichung ist. Daraus 
erkennt man, dass die Diseriminantengleichungen /= 0 und D = 0 die singu- 
lären Lösungen y"""=n zu gemeinsamen Wurzeln haben müssen. Während 
übrigens von den Coeffieienten der Differentialgleichung eine Bedingung 
erfüllt werden muss, damit eine Wurzel der Diseriminantengleichung 
4=0 ein Integral darstellt, nämlich dass {= 0 ist, haben umgekehrt die 
Coefficienten des ersten Integrals F(x, y, y',...y"’C) = (0 wenigstens eine 
Bedingung zu erfüllen, damit eine Wurzel der Diseriminantengleichung in 
Bezug auf C(D=0) kein Integral der Differentialgleichung ist. Es muss 


rn y 


ri zueleich de 
oC u | oyl-) 


für y’="=n von Null verschieden, dann lässt sich y"""—n in 


nämlich für diese Wurzel y'""" = n ausser = () sein. Denn 


Ist < Se 

dya=1) 
eine Reihe nach ganzen positiven Potenzen von C—-{Z (wo { ein n ent- 
sprechender Werth von € ist) entwickeln, in der der Exponent der niedrigsten 
Potenz, da =, grösser als 1 ist; die Umkehrung ergiebt dann eine 
keihenentwickelung von C—{Z nach Potenzen von y”""—n, in denen der 
Exponent der niedrigsten Potenz kleiner als 1 ist, in welchem Falle, wie 
bewiesen, y” "= n ein Integral der Differentialgleichung ist. 
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(reht man von der vollständigen Lösung der Differentialgleichung 
mit » willkürlichen Constanten aus 


w(x, Y; C\, Gr C,) = Ö, 


so erhält man die » ersten Integrale, indem man je »—1 der Constanten 
aus den Gleichungen 


g u 
(33.) v— er —(), u. ER i SE 0 


TE de? da 
eliminirt, wo bei den totalen Differentiationen y als Funetion von x zu be- 
trachten ist. Dieselben seien 

(34.) Fa..." O)= 0 (k=1,2...n): 
dann giebt es Factoren My, M7,..., M,_, von der Beschaffenheit, dass identisch 


2 
R d’ıy 


I 
Miy+ Mi + MT, Ye 4m 5 = F(&, y, y'..., 9, C,). 


Difterentiirt man diese Gleichung nach C,, ©,, ..., C, und berücksichtigt (33.). 
so erhält man 


dıy Ey d" y 
me md ne ++ PL der 
0 906° l 00, IM „1 d6, == L 
wenn >%#, und 
a ar bet. 


oO dx ix’ de" OR, 

k k —  WERREEREN 

M; 00, + M\- °C, +M; in pr a u M\.- 1 E 4 90, 

Hieraus folgt, dass wenn gleichzeitig mit dem Bestehen der Gleichungen (33. 
die Determinante 


n—1yy, 
Et: N 


zrlV _dr d.r? SE ET 
=dc, öC, 66, öC, 
u N OF, ia 
verschwindet, die Gleichungen F,=0 und 36” vd, für k=1,2,...,n eine 
. 7 OF, 
unmittelbare Folge sind. Die Elimination von C, aus F =, 56,9 ergab 
3 


aber für jedes der 4 nach dem Vorhergehenden eine Gleichung, welche die 
singulären Lösungen der Differentialgleichung enthält. Also erhält man 
aus der vollständigen Lösung w(z, y, C,, O,.., C,) =0 die singulären Lösungen 
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durch Elimination sämmtlicher Constanten aus den »+1 Gleichungen 


n dıyı „dp 
dıy dp ., oW "dr "de- 
= a0... -=0, 2 an — = 0), 
17 0, dz ), 5 dr" +5 C, O6, ot, 
Beispiele: 
1; 
(1.) ey +2yy-ay)+4=0. 


Hier ist = (y—-ay) —4r’; 4=0 giebt nach y’ aufgelöst 
y-7=%+2. 


T 


Nehmen wir das positive Vorzeichen, da für das negative alles Folgende 


“ . ? - . er, oY ) er 
eleichfalls gilt, also ya J +2, dann wird o = = Ei 'y an und für n 
| E T OX Oy rt R 

5) rm) 7 ar a 2 
Ty —4ry +4 — 0, also Y = (= e 


. « U ! . n l . r 
Da hier (=o für „=n, so ist y’ = -+2 ein erstes Integral. Um zu 
erkennen, ob es ein singuläres ist, entwiekeln wir y’ nach Potenzen von 


y—-n)=- y-(} +2). Man erhält 


Z 2 y—n 


‘ (y’—n)’(y -- +4)’ 


T T 


y 
(2.) 





er TEE TE an A Et Pas 
it —n) +(Y Br, Tr 4 59 vi? ER: 


In dieser Entwickelung ist k=1,@=2, also k<e, folglich nach 
iz ; Be . & 
S. 276 des ersten Abschnitts y =* +2 ein singuläres erstes Integral. Setzt 


R u. du h 
many =n+tu, also y" = „tz+r2u,,, 50 ergiebt sich aus (2.) 


l u-+ L 2. 
8.) Beuret en, Be 
dx Hn du } 4 r 7 < 


Die Integration dieser Gleichung unter der Bedingung, dass x = 0 für x = r,, 
wo ©, von Null verschieden angenommen ist, giebt 


In = mutou+t-, 
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also durch Umkehrung 
1 —. R 
u=(y—n)”’=— "+0 (2-0)... 


y—-n= - (2— 20) +P(2— Eu)... 


also der Exponent der niedrigsten von 2— x, grösser als 1, entsprechend 
dem Kriterium für das singuläre Integral im ersten Abschnitt (S. 275). 

Die Gleichung (1.) lässt sich in endlicher Form integriren. Das 
vollständige Integral von (3.) ist 


' N f 1 
u= (y —n): = (er) — (ca)! . also 


1 
V-n=y-%-2=er+.— 
oder 
1 


(4. '=° 4024 
(4) 77 + 8 
als erstes vollständiges Integral. Nach Potenzen von ce geordnet, lautet 


dasselbe 
ea +ey-ay)+t1l= 


Entwickelt man z nach Potenzen von y—n = v-(} +2), so ergiebt sich 


4 ; 
‚_1_y-n., Ye -m@-n+9 _W nt , Yin, WW 
re ® 22 a a 


U 


also ist der Exponent der niedrigsten Potenz von y—n in der Entwickelung 
von e kleiner als 1, wie es nach dem Satze im zweiten Abschnitt (S. 282) 
beim singulären Integrale stets der Fall ist. Specialisirt man die Constante ce 


9 


.. ' . . 1 . 
so, dass füre=xz,y =n wird, indem man =. setzt, so wird 


0 


y = 


T—T, 


BE 


L, 


woraus wie oben folgt: 


y—n Rs an +P(2—- 2) + 


0 
Bildet man von dem ersten vollständigen Integrale die Diseriminante, indem 
man aus den Gleichungen 
ex +ey-ay)+1l=0, 2er +y-ay =V 
ce eliminirt, so erhält man 
D=(y-aıy)—4r=(. 
Hier fällt D mit / zusammen. 





u 
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Endlich kann man die Differentialgleichung erster Ordnung (4.) 
wiederum in endlicher Form integriren und erhält als vollständige endliche 
Integralgleichung mit zwei willkürlichen Constanten 


k 2 1 
(d.) y=-cEr+a72— 


Schreibt man 
2 l dı . 
c dx 
so erhält man die singulären Lösungen auch, indem man c und c, aus den 
drei Gleichungen 
ovoy Owop |] 


“ — zum — BE = () 
000, 00,00 


y == 0, p = 0. 


ie u a L l i . 2 
eliminirt. Die letzte Gleichung giebt e = FT die zweite dannc, =y'F2, 


und diese beiden, Werthe in die erste eingesetzt y = tz+(y F2)eFr 
= (y F2)x, also y-xzy' = 2x, welche beide Gleichungen vereinigt wieder 
(y-zy) —4r2’=( ergeben. 


Bemerken wir noch. dass die sineuläre Lösune y’ = 7 +2 zum Inteeral 
) »»7 g 


y=2zloge+cxz hat, welche Gleichung also die Schar der singulären 

Integraleurven darstellt. Bestimmt man ce durch die Bedingung, dass für 
2 = %,,Y = y, wird, so lautet die Gleichung 
T 

(6.) y= + 2z2log — 


0 7 


0 


und es wird für x = x,,y' = ” +2. Bestimmt man nun die beiden Constanten 
0 


Fon . .. .. ! U, . 
ce und e, der vollständigen Lösung so, dass für x = x,, y = y, und y = - +2 
wird, so lautet dieselbe 


(7.) y- - 4 Ya c— I, 


und man findet, dass die zweite Ableitung von x, y in (6.) und (7.) für 2 = x, 


> 
denselben Werth y’ = = hat. 


Jede particeuläre Integraleurve, die eine der singulären Curven in 
einem Punkte in der ersten Ordnung berührt, berührt sie in demselben 
Punkte auch in der zweiten Ordnung. Die hier vorkommenden Ent- 
wiekelungen verlieren ihre Gültigkeit nur in dem Falle, dass #,=0 ist. 
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Also hat in unserem Beispiel die Differentialgleichung nur die feste Aus- 
nahmestelle =. 

Bemerken wir noch, dass während die vollständige Lösung algebraisc)ı 
ist, die singuläre Lösung einen Logarithmus enthält, also transcendent ist. 
Es rührt das daher, dass zwar die Differentialgleichung erster Ordnung, welche 
die singuläre Lösung darstellt, als durch algebraische Operationen aus der 
Differentialgleichung zweiter Ordnung abgeleitet, stets algebraisch ist, doch 
die Integration derselben eine Transcendente einführen kann, die in der 
vollständigen Lösung nicht enthalten ist. So war das erste vollständige Integral 


’ ) ER a \ a 
y = "++ —; integrirt man diese Gleichung, ec als constant behandelnd, 


so erhält man das rationale Integral (5... Um aber die singuläre Lösung 
zu erhalten, muss man für ce die im allgemeinen von x, y, y abhängende 
Funetion nehmen, die aus der Nullsetzung der Ableitung nach e entspringt. 
hier e= yx’, und so kann allerdings durch die Integration der die singuläre 
Lösung repräsentirenden Differentialgleichung eine T'ranscendente auftreten, 
die der vollständigen Lösung fremd ist. 


2. 
(8.) y”ay-y+l)-4y'+4=0. 
Be On, © 5 
Hier it = 4lzy —y), I=V liefert y =n =, 0= „+ Er n=0 und für 


yany’—4y'+4=0, also y’={T=2. DaJS von o verschieden ist, so 


- 


ist a’ =! kein erstes Integral der Gleichung (8.). Die Entwiekelung von 
y' nach Potenzen von y'—n lautet 

"2 - Ze + Ze a 
| l+z(y'—n) 


1 
\2 


u. n N 5 58 N 3 
= Ailzly—n)-2elyn)-Bieyn +. 
’ ee „.on,Mm a du 
Setzt man y =n-+au‘, also y te ra so 
ergiebt sich 
du 


2u ; 


AT 


nf l >) k 
= 2+2iVr-u- (2x4 te 4 u, 
Mn iz b) 
- = u—iVzW+PW--- 
Pr lzu+pu--, 
woraus durch Integration mit der Bestimmung, dass fire=x,u=0: 


2 
u R 
c—- =. +tyu +". 
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Durch Umkehrung wird 


PR '< u} 4 
u=\y—n=]| (2-2) +ß,(e- a.) 
3 

y—n=2(2c-2)+Y(r-%)..., 
also ist der Exponent der niedrigsten Potenz von e— x, gleich 1, in Ueber- 
einstimmung mit dem Satze im ersten Abschnitt, wonach er, falls y'’ = 
kein erstes Integral ist, nicht grösser als 1 sein darf. Das vollständige 
erste Integral von (8.) lässt sich in endlicher Form finden, indem man 
y-zy = setzt. Man erhält 


' | / > ‘) m 
z(1l+Yz) = . = 4 
also 
23 
3+,23 = —r+Ü, 
«) - 


woraus man das erste Integral in der Form 
(9.) = Yy—-ry+r+C)—4y—ay') 


erhält. Da C durch Einsetzen von y' =? keinen eonstanten Werth erhält, 


erkennt man, dass = kein partieuläres erstes Integral ist. Die Dis- 
eriminante von (9.) in Beziehung auf C it D=(y—-ıy')’; D=Ü0, giebt also, 
wie I=(, als einzige Wurzel y' =>. Dass diese auch kein singuläres 
Integral ist, ersieht man aus der Entwickelung von C nach Potenzen von 


Yy 
A a 


(10.) C+2 = a(y-!)+,(-2) v2), 


worin der Exponent der niedrigsten Potenz nicht kleiner als 1 ist (vergl. 
den Satz S. 281 im zweiten Abschnitt). 
Aus (9.) und (10.) folgt 


OFdC af 3 
ölde l2x(y-zy) + 2+y'—-y (y-zy') if 


[50 


und indem man die den beiden Wurzelwerthen entsprechenden Werthe von 
C mit ©, und ©, bezeichnet, 


OF OF dc, dc, 1 N) "8, 
Ollo=c, Ce, dz ir 1442°(y-ay \y(ay—y+l)-4y +4. 
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Die Differentialgleichung, wie sie aus (9.) durch totale Differentiation nach x 
in der Form 


dF ‚'dF _ıeoFı [örF dc, = 


doc, dee-e,  d0.- c, 1öCle-.. u: er z 6 3. 286) 


gewonnen wird, enthält also als gemeinsamen Factor den Coefficienten 
z’(y—xzy'), nach dessen Abtrennung die Differentialgleichung (8.) entsteht, 


die nicht mehr durch =! befriedigt wird. Speecialisirt man C so, dass 


für = 0,y9=Yy,Yy =. wird, indem man C=—c, setzt, so erhält man, 


0 


wenn man noch wie oben, y' =:+40 einführt, aus (10.) 


33 


e—c= cu tie u, 


3,3 


zu‘ ea Sir u 
et E77 
hieraus folgt die Entwickelung 
2 
Ct—I,= 5 t+RW+ . 


woraus dann weiter, wie oben 
y-n=y-!=%Xe-n)+7(@-n,)' 
abgeleitet wird. 
3. 
Lay —22y+2y)(ey-y)=0. 
Nach y’ aufgelöst, gen diese Fuge die vier Wurzeln 


a’y 4 


FRIEEN Be ar; = ze FRERREERTER y Pr Zu 
Mehrere dieser Wurzeln werden gleich, wenn 


.y=n=: 2 yan-'+, 


y- ” genügt der Differentialgleichung, da 0-2 "+ n= =0undy"={5=0 
RR ist also ein erstes Integral der Biischäiiehe ie Die Entwicke- 


lungen von y" nach Potenzen von V-n=y-: lauten nach den beiden 


Auflösungen: 
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y' = +Vz-Yy 1 -Vı-2 8 3 y' = +lr-Iy— 7 - A N, 


x‘ r° 


EN, 
eu .. MY ns N) u 


"_ +29) f 


y- z 


. 


l 
Z g / ! P} a ' 5 

y' = +2V/e(y —n) +Ply—n) + 

In der ersten Entwickelung ist k=1,«@=1, also k>«a—1, woraus 

: . U . . we 
folgt (S. 276 des ersten Abschnittes), dass y =" ein partieuläres erstes 
2 I 
Integral ist. Dies wird bestätigt, wenn man y —n nach Potenzen von 2, 
(z, von Null verschieden) entwickelt. Setzt man nämlich yY=n-w‘, so 
5 a 
erhält man y'= -+2u-—, also 
’ x dx’ 


du u Du r 


‘) n- — 5 « - +0u+‘-, 


dx T 


? » 
woraus u = y — 0 tolst. 
zT . 


In der zweiten Entwickelung ist k=1,@=2, also k<e, folglich ist 
(nach 8. 276) y' = i zugleich ein singuläres erstes Integral. 
Diese Resultate erhält man auch aus dem ersten Integrale mit willkür- 
licher Constante 
zy—y = C(c—-C). 
Denn zunächst geht y' =- aus ihm hervor, wenn man C = setzt, also ist 


y =’ ein particuläres erstes Integral. Ferner ist das vollständige Integral 


der Differentialgleichung mit zwei willkürlichen Constanten: 
y = Cr -2C’zlogr—C'+C,e. 
Das Integral von y' =? ist. 
y=or. 
Die Gerade aus der Schar, die durch den Punkt x, y, geht, hat die 


Gleichung y = . z, woraus y = n. 
0 0 


Setzt man nüun O=x,C, ui +2z,logx,, also 


0 


Tyo 


2: x 
y= 2 —-n)-222,loeg— +", 
T, T 
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so stellt diese Gleichung aus der zweifach unendlichen Schar der Integral- 
curven, wie aus 
' . 2 N 3 r Y. 
y = 2,2 —-2,)—2z,log- + - 


. 
0 


nit Ye u; 
hervorgeht, diejenige Curve dar, welche die Curve y = ” im Punkte 2 = x, 


ei 


y=y, berührt. Die zweite Ableitung 
y' = 22,- — 


zeigt dann, dass die beiden Curven in (zu, 9.) eine Berührung zweiter Ordnung 
haben, da in beiden y'=0 füre=xr,y=Y,. Dies ist aber dafür charak- 
teristisch, dass y= «x zugleich eine Schar singulärer Integraleurven der 
betrachteten Differentialgleichung darstellt. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich übrigens 


u 5 — a \ 
Y-Barla-)- em ET) nen rale-n)- 


y-ı-y Fe 


L T 
also der Exponent der niedrigsten Potenz von 2—x, grösser als 1, was für 
das singuläre erste Integral charakteristisch ist. Die Gleichung 


3 


— 
Kerne 
genügt ebenfalls der Differentialgleichung, wie man erkennt, wenn man 
9) 01 We . > \ ‘ or 
on + ER =; für y' in die Differentialgleiehung substituirt, und zwar 
O oy 


den beiden Auflösungen 


EEE ERS / Av Pr Ber PR 
= + ag y 141-188, N y” = + Yay — fi -Yı-2er y. 


ze | 


Da ay—y=aly—n)tne-y=ey—n)+ so erhält man 


’ 2° / 4 ./2° | 
Ar | 6 treW lt 1-ZyStaW n)h 
also für ein von Null verschiedenes x 


ER LE Se. 
Y a € ns a 


(di a ee 


x 


++ (12ER -4ay-n4-) 


yn)tBRQW-n)+--) 


2 
2 


T 


/ OR 3 2 ' 3 ' g 
Y—-,=+31-22 7) +,W-n) +9W-n)+ 
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aus welcher Entwickelung, da k=1,@2e=2, also k<e, hervorgeht, dass 


FR } . inonuläres RITen ; . = ' . 
= + ,, ein singuläres erstes Integral ist. Dasselbe von neuem inte- 
| | | 
grirt giebt 

x" 
y-= 48 -ar. 
Die Curve aus der Schar, die durch den Punkt z,,y, geht, hat die 
Gleichung 
je) 2" Y To \ 
U Tr I - (8 / 
woraus 
‚ x? pP Ee. 
ß DE 
u DE: 


T ’ >r Tr 
(Ü Zu . HH Yo B - N ) voer 
2 ' I, 16 4 “ 
so wird 
c, ) >\ a” z 2 7 
ns of ‘) » . t ’eo_ 
q _ ’(4r -— DE Ku” Ka - loo | r. 
y 16 ° 4 En. r 
J z, ) m] ZT . Bee 
= —(8r—12,)— —loe Io, 
Y 16 \ 0 N - x, X, 
ss . r m , Y, 
Für x = x, wird demnach in beiden Curven y = y,, y =" - | C und 
: ‘ . I > 


C, sind also so bestimmt worden, dass die entsprechende partieuläre Integral- 
curve und die singuläre Curve sich in x, in der ersten Ordnung berühren. 
Die Betrachtung der zweiten Ableitungen zeigt nun, dass diese Curven in 
demselben Punkte sich in der zweiten Ordnung berühren. Denn für die 
singuläre Curve ist 


2 2 3 
n T %s . . .» 7 ri zT 
— —, für die partieuläre y' = — °®. 
J 4 I J > 4x 


.. “u . r 7 0 
Fürz=xz, erhält y" den gemeinsamen Werth je 


Es ergiebt sich ferner 


— f Y x" 1 2, / N 1 (2’—x,) RE 1 (e—2,)’(2’ 22,°%—x,) 
er EM TA TIE Ta Ti x 


LT, 2 \3 
u sem) + a2 — %,) + 
also der Exponent der niedrigsten Potenz von 2— x, grösser als 1, woraus 
eh 


von neuem die Singularität des ersten Integrals y' = +% dargethan ist. 
= ; 


38* 
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Ein bemerkenswerther Zusammenhang zwischen der 
Statik biegsamer unausdehnbarer Flächen und der 
lehre von der Bewegung eines Körpers in einer 
Flüssigkeit. 


(Von Herrn Fritz Kötter in Berlin.) 


I. meiner Dissertation „Ueber das Gleichgewicht biegsamer un- 
ausdehnbarer Flächen“ habe ich die Differentialgleichungen für die kegel- 
förmige Gleichgewichtsfigur entwickelt, welche sich ergiebt, wenn eine aus 
einem biegsamen, unausdehnbaren Material gefertigte Sectorfläche so im 
kkaume befestigt wird, dass die beiden geradlinigen Theile der Begrenzung 
auch geradlinig ausgespannt werden. Schon damals habe ich die fraglichen 
Gleichungen für die beiden einfachsten Fälle des Kreisseetors und des 
Dreiecks vermittels elliptischer Funetionen integrirt, später gelang es mir, 
die Lösung für den allgemeineren, die beiden genannten umfassenden Fall 
des aus der Mitte genommenen Kegelschnittseetors durch hyperelliptische 
Funetionen darzustellen. Eine gewisse Aehnlichkeit der Formeln, dureh 
welche man zu der Lösung gelangt, mit denjenigen Formeln, welche die 
allgemeine Lösung des Problems der Bewegung eines Körpers in einer 
Flüssigkeit in dem von Clebsch entdeckten Falle darstellen, führte mich auf 
die Vermuthung, dass zwischen beiden Problemen ein näherer Zusammen- 
hang bestehen müsse. Diesen wirklich bestehenden Zusammenhang in Kürze 
darzulegen, ist der Zweck der nachstehenden Notiz. 

Es sei gegeben ein aus einem biegsamen unausdehnbaren Material ge- 
fertigtes ebenes Flächenstück, welches begrenzt wird von zwei geraden Linien 
OA und OB und einer dritten Linie, über welche vorläufig keine besondere 
Annahme gemacht werden soll. Dieses Gebilde soll nun so im Raume auf- 
gehängt werden, dass OA und OB in zwei geraden Linien 2A und (2B 


ausgespannt werden. Damit dies überhaupt, möglich ist, darf der Winkel 
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AQB nicht grösser als der Winkel AOB sein. Sind beide Winkel gleich, so 
bleibt das Gebilde natürlich eben; ist der Winkel ARB kleiner als der Winkel 
AOB, so nimmt das Gebilde eine kegelförmige Gestalt an, bei welcher einer 
jeden von O nach der Begrenzung laufenden geraden Linie OP in der ur- 
sprünglichen Figur eine erzeugende Gerade 2/7 der Kegelfläche entspricht. 
Es sei nun p der Winkel, welchen OP mit einer festen Richtung der Ebene 
AOB einschliesst, o die Länge der Strecke OP = 2II, welche natürlich eine 
von der Art der Begrenzung abhängende Function des Winkels g ist. Die 
Gestalt der Fläche ist bestimmt, wenn wir den Cosinus ıp desjenigen Winkels. 
welchen 27/7 mit der Verticalen einschliesst, und ausserdem denjenigen 
Winkel 9 kennen, welchen die Projection von (2/] auf eine horizontale 
Ebene mit einer festen Richtung dieser Ebene einschliesst. Die Abhängig- 
keit dieser Grössen von p wird durch die Differentialgleichungen 
uw + ah" 0° d$ _Y1—-w’- u"? 


2 Ya—w- yo A! de 1— 


vermittelt. Die Constante A, die beiden Constanten, welche die Integration 
der links stehenden Differentialgleichung mit sich bringt, und die additive 
Constante in 9 sind dadurch bestimmt, dass für die beiden Grenzwerthe von 
y, welche den beiden begrenzenden Geraden OA und OB entsprechen, die 
zugehörigen Werthe von w und 9 durch die Lage der beiden Geraden 2A 
und (2B bestimmt sind. 

Jetzt soll die ebene Figur AOB auf der kegelförmigen Gleichgewichts- 
figur ohne Aenderung der Gestalt gleitungslos so rollen, dass in jedem 
Augenblick ein Radius OP des Sectors mit der dazu gehörigen Erzeugenden 
21 des Kegels zusammenfällt. Geometrisch ist durch diese Beschreibung 
der Bewegungsvorgang genau bestimmt, und es fehlt zu einer vollständigen 
Definition nur noch eine Angabe über den zeitlichen Verlauf der Bewegung. 
Wir bestimmen denselben durch die Gleichung 

1 1 


(2.) di = r o(1-w)d9 = 4 oyl—w— w?dy 


Die Grösse Yl—y” ist die Projeetion der Berührungsstreeke e auf die hori- 
zontale Ebene und d$ der Winkel, um welchen sich diese Projeetion im Zeit- 
element dt dreht. Es ist also Le°(1—w’)d$ der Flächenraum, welchen die 
Projeetion der momentanen Berührungsstrecke des Kegels und der auf ihm 
rollenden Ebene im Zeitelemente dt durchläuft; die obige Festsetzung besagt 
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demnach, dass in gleichen Zeiten gleiche Flächenräume durchstrichen werden 
sollen, und zwar in der Zeiteinheit die Fläche 4.4. 

Die gerade Linie, in weicher sich der Kegel und die auf ihm rollen(d. 
Ebene zur Zeit berühren, ist zugleich momentane Drehaxe der letzteren. 
sodass es zur völligen Beschreibung des Bewegungszustandes nur noch de: 
Angabe der Drehungsgeschwindigkeit bedarf. Wir denken uns in der Eben 
AOB senkrecht zu OP nach der Seite der wachsenden eine gerade Linie 
OT gezogen und es möge vo = f(y) der Cosinus des Winkels sein, welchen 
OT in dem Moment mit der Verticalen bildet, wo OP Berührungsgerade ist 
Eine gerade Linie OK, welche in der Ebene AOB liegt und mit den beiden 
Linien OP und OT die Winkel « und In —« einschliesst, bildet dann in 
dem hier fraglichen Zeitpunkt mit der Verticalen den Ricehtungsecosinus 

Weose-+esine, 
welcher, während @ um de wächst, die Aenderung 

(— wsina+vcose) da 

erfährt, oder, wenn «& zunächst gleich Null ist, ode. Andererseits ist der 
Laxenunterschied der Geraden OK, welche einem unendlich kleinen Winkel 
da entspricht, und der Tangente 2/7, welche zu dem Winkel y9-+d« gehört 
unendlich klein von höherer Ordnung, sodass vo = w' sein muss. In dem Moment, 
wo OP Tangente ist, bildet die Normale ON der Ebene AOB mit der Verti- 
calen den Richtungseosinus 

Yızyay? 

Würde nun OP während einer gewissen Zeit 7 fest mit (2/7 zusammen- 
fallen, und während dieser Zeit auch die Winkelgeschwindigkeit w, mit 
welcher sich zur Zeit £ die Ebene um OP dreht, unverändert bleiben, so würde 
die neue Lage von OT mit der ursprünglichen Lage der geraden Linien OP, 
OT und ON zur Zeit £+r die Winkel 4n, or und „n—wr einschliessen und 
der Richtungseosinus zur Verticalen wäre 

v eos(wr) + Y1-w’— "cos (F)-wr). 
Das Differential dieser Grösse 

I- wsinor +/1—- w—w"eoswriwdt 
für @=0 und de=dt, d.h. der Ausdruck 


uyl—-w— dt, 
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ist die Aenderung, welche der Richtungseosinus der geraden Linie OT zur 
Verticalen im Zeitelement dt erfährt, während die Scheibe AOB auf dem 
Kegel rollt, weil ja zur Zeit £ beide Bewegungen übereinstimmen. Einen 
„weiten Ausdruck für die fragliche Grösse erhalten wir, indem wir die Frage 
beantworten, welchen Richtungscosinus hat OT erhalten, während die zu 
dem Winkel +dy gehörende Gerade OP’ Berührungsgerade geworden ist. 
Fragen wir gleich allgemeiner: Welchen Richtungseosinus hat die Gerade 
OT, wenn die zum Winkel 9+0 gehörende Gerade OP” Drehungsaxe ist. 
jei der Bestimmung der Richtungscosinus von OPT, OT” ist dann für g der 
Werth +0 zu setzen, sodass dieselben „leich 
v(p+0) und weg-+o) 

werden. In ihrer Ebene liegt OT und bildet mit OP” den Winkel In—o 
und mit OT" den Winkel o, sodass der Richtungseosinus zur Verticalen gleich 


’ 7’T \ 
w(g +0)cos|5) 


Er o\- Tu e | \n 0 
) ] / ie O)COSO 


wird. Aus dem Differential dieser Grösse 


\ ı1/ N 
+ w (p-+ 


\ D ! 
I|v(p+0)- | 


a 


7),C080do 
erhalten wir nun den zweiten Ausdruck der gesuchten Aenderung, indem wir 


o=0 und do=dy setzen. Demnach haben wir zur Bestimmung der 
Drehungsgeschwindigkeit die Gleichung 
(3°.) oYl-w—w"d = (wtwW")dy. 
Aus dieser allgemein gültigen Formel erhalten wir vermittelst der 
Gleichung (2.) für die Winkelgeschwindigekeit » den Werth 
(ılı L an'"\ 
ic 0 = Adi yiäg 
welcher unter Benutzung von (1.) übergeht in 
(3°.) o= oV/l—-w—w". 

Wir betrachten nun die Bewegung, welche ein mit der Ebene AOB 
fest verbundenes Axenkreuz beschreibt, während jene Ebene auf dem Gleich- 
gewichtskegel rollt. Dieses Axenkreuz besteht aus den beiden in der Ebene 
AOB gelegenen Linien OX und OY, welche durch die Gleichungen p = 0 


IT . . . 
undgp= 5 bestimmt sind, sowie aus der zu AOB senkrecht stehenden 


(reraden OZ, Dann bildet mit den Richtungen 
OP, OT, ON 


9 
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OX die Winkel y, Into, I und 
oY » ” 37 9, f; z71, 
sodass die drei Richtungseosinus der drei Axen zur Verticalen werden 
yı = vweosy-ysing, %=vsinpy+weosy, %=Y1-w—w". 
Die Componenten der Winkelgeschwindigkeit nach den drei Axen werden 
p = oVl-w’—w”cosp, q = oyl—-w—w”sing, r=(, 
und es gelten die Gleichungen 


\ dy, PER > dy Bu rar 2 i 
(4.) u; >> 2 = p73; u 7 ee ee 


Wir wollen nun noch die Ableitungen der Geschwindigkeitseompo- 
nenten p und q bilden. Es ist 


IKPHN) _ Syn ,dwurr)\ ad, 
1 O0 —( — — — Ww’—ıwW" op 
di er ee 
| (eg ) 2 ut ) sl io 
m“ | A \ 0° p d ) Ban G m } l on iv Be un e r . 


In dem besonderen Falle, dass die begrenzende Linie des Sectors ein 
Kegelschnitt mit dem Mittelpunkt O0 ist, können wir, indem wir OX und 
OY mit den beiden Hauptaxen des Kegelschnittes zusammenfallen lassen, 
schreiben 

| er 0 2 — ))cospsing 
} ZCOS 4 AS, r = ( 2 p - , 

( _ Yxcos’p-++ Asing’ 
A IXC0OSP—/SInYp) _,. i ur u 
Tr ” = . er = (izcosp—4sing)oe”". 
0 0  Yxcos’p -+ Asin’p 
Es wird also 
d(p-+ig) 1; : u 2 .ip 
rule: Aolizeosp—4sinp|—o’w Yl—w— wer. 
Zerfällen wir diese Gleichung in ihren reellen und imaginären Bestandtheil, 
so erhalten wir 


l ’ 3: 2 
7 = — Alosinpg-o’w Yl—-w—w”cosp, 
l ee m 
= = Azocosp—-o’w YlL—-w— w”sing. 
Nun können wir schreiben: i 
2 («—A)sinyg 1 (x —A)cos’p 


0 x | x(acos’p+Asin’y) A Alxcos’p-+ Asin’p)’ 
und erhalten mit Hülfe dieser Gleichung 
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dp 4} Vsingp ,, „  (#—A)sin’peosg w' yl — w’— w'’ 
? _ — Akosinp-+ "Y1-y—yr- eb niet 
dt | (zcos’g + Asin’gy)x 
1 i ja 
— - (wsinp+ w'eosp)Y/l-w—w" 
= | ‚ | 
Fe oyl-— w’— w”sing | Ax, vY ap’ e| | E 
di % | 1—w’— uw? 0 o*®) ern 
= dp | ul 7 ‚0 | 
1 ” — _( A — —- 1) > — 0 ‚Y3: 
(D ) dt / | N Ei w’— wm? M ı / o®) 7 ‘ 
Ebenso ist 
es . dq | ul er A 
) . ). ni D A ® + u . PY 4 
( ) dt / | /1 En KL M 0 | r7 3/ 


Jetzt bilden wir endlich noch die Ableitung des Ausdrucks 


> ) f ' 
„ 14 “a iv 2 v N \ 
| yl—w'—-w’ 0 v 
Das erste Glied giebt 
- / “ - I A zı vw Te u) . nn A ni € v 14) 
d Y1—w’— w” Ya— w’— vw’) oryl—w’— w'” y1—- w—w"” 
während die beiden andern liefern 
d | w + = ” = #2 d £, A | eg o(w+ Y ) 
dt \ [% [ dy 0 0°} 1— w’— w'? o*} m w’— ww” 


_ Ay'(zcos’ $+ksin |. en ptising — (#— A)(cos’p — sin’y)(x cos’ g + Asin’y) 
vı—w'—w” | (z2cos’y + Asin?y)? 

f (#2 —A)'cos’ysin’p | 

(zcos’y + Asin’g)’ J 


d- -w—y”) 
— 


ne A 1-(zeos’ p+4sin’ e +(2c08’p+Asin’p)(2-4)(cos’p-sin’y) 


vi 


+(2- 4)’ cos’psin’y | 


+7 1-W-W”) 








= A Te gr — (2zc08’p+Asin’p)(zsin’p-+4cos’p)+(2— 4)’ cos’p sin’p 
Yl-y'— ap" 
(<—A)cospsinp ,, 2.7 
+ ER vv) 
Br word 
= —A 7, Tor Fuer +(2—A)pg. 
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Im ganzen ergiebt sich also 


N d | al. v ve‘) 3 5 
(6.) af Yl-w—wi 0 + 0° j on (2 4)pq: 


Indem wir nun 





und 
x) 7 ‚o' 
/ 2 Be: a; ps 
Aid Zu. P d 
setzen, nehmen die Gleichungen (4.), (5°.), (5°.), (6.) folgende Form an: 
de, __9% de, _9ı de, _Y. Y; 
le u ler Arie un ai 
dy Y. dy, _ 9; dy, _ Y; Y; 
una Three Th 
oder, wenn wir noch schreiben 
r . ann y' y; - 
(7.) “=, 
da a ör 
Br: "oy,’ da % Oy, 9: Oy, Fr X, fr Ox, ' 
Ä Ir, OF OF dı oF OF OF OF 
(8. r 2 —T. —[T Yı _ — 0, — 
e) 5 Tat - DS RE TA ze 
nn GUN , ARE. I. ER. OR... OR OF 
B.: de 9: Yy, 9: oy, a Or, - or, 


Dieses sind aber Gleichungen von derselben Form, wie sie für die 
Bewegung eines Körpers in einer Flüssigkeit gelten; an die Stelle des Aus- 
drucks für die lebendige Kraft T bei dem hydrodynamischen Problem ist hier 
die Funetion F getreten. T sowohl wie F sind ganze homogene Functionen 
zweiten Grades, und der einzige Unterschied beider besteht darin, dass T 
eine wesentlich positive quadratische Form ist, welche nur verschwindet, 
wenn die sechs Argumente sämmtlich den Werth Null annehmen, während 
F nur die drei Argumente z;,y,,9, enthält. Die schon an und für sich 
recht nahe Verwandtschaft beider Probleme tritt noch mehr hervor, wenn 
wir einen besonderen Fall des hydrodynamischen Problems betrachten. 

Wir setzen in die Gleichung (8.) an Stelle von F die Funetion 

— fe! EV » TER 
9)  T=542(. = eye), 


23 


in welcher A, c,, &,, c; feste Grössen sind und s’ irgend einen von der Zeit 








‘ 
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unabhängigen Werth bezeichnen soll. Man überzeugt sich durch blosse 
Ausrechnung, dass in diesem Falle der mit dem beliebigen Werthe s ge- 
bildete Ausdruck 

d==3 / ee ER? a 2 

10) Fo = Ze 4 ga-e) 

ı= , 86 
ein Integral der Differentialgleichungen ist, und also gleich einer Function 
der Grösse s mit constanten Üoefficienten von der Form 


(11.) f() = As®’+2Bs+C+2DY(s—c,) (s—c,) (s- c;) 
sein muss. Fügt man nun dem Ausdruck T aus Gleichung (9.) noch einen 
Ausdruck von der Form 

Britt) +eeny try + 73Y;) 

hinzu, so werden nach Ülebsch die Differentialgleichungen nicht beeinflusst 
und es bleibt also (10.) ein Integral derselben. Setzen wir nun A(s —e,) = b, 
und 

(10*,) Ad —c) (8 —c,)(8 —c;) 1, 
so redueirt sich der Ausdruck 


T+m(2+2:+23)—2 Als —c,) (s — 6) (8 — 6;) (2, Yı + 2Y.+ 2,Y,;) 
auf 


2 | 2 | 2 Lt, af fi \ 
b,yı - byi+byiteil, m) - il, ' m) 2;\ e m )- 


Das ist aber die Form, welche die lebendige Kraft in dem von Ülebsch 
entdeckten integrablen Falle hat. 

In meiner Abhandlung „Ueber die Bewegung eines Körpers in einer 
Flüssigkeit“ habe ich gezeigt, wie sich die Lösung dieses Problems durch 
Thetafunetionen zweier Argumente gestaltet, deren Argumente lineare 
Funetionen der Zeit sind. Die Darstellung der Bewegung durch Theta- 
funetionen zweier Argumente ist lediglich eine Folge der in vier Integral- 
gleichungen zerfallenden Identität bezüglich s 


F(s) = f(s); 
da nun in F(s) die Grösse s’ nicht vorkommt, so ist diese Darstellung dieselbe 
für alle diejenigen Probleme, bei denen sich die Funetionen T nur durch 
den Werth von s’ unterscheiden; es kommt nur auf die Werthe e,, c,, ec, an. 
Setzen wir aber in (9.) und (10.) statt s, 8’, c,, ©, 0,,,,y, die Grössen 


- y [74 Lu 
S = 1s+a, —- .s +4, G=4io+4e Y = L A, = 
VA 


a 


I 0. 9 


39* 
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so bleiben die Ausdrücke für f und F(s) ungeändert. Man erkennt also. 
dass die Darstellung der Bewegung äquivalent ist in allen denjenigen Fällen. 
wo der Ausdruck 

,—t, 

6, 
denselben Werth % hat. Es muss jedoch bemerkt werden, dass die Coeffi- 
eienten der ganzen linearen Functionen der Zeit, welche die beiden Argu: 
mente der 'T'hetafunetionen bilden, nieht unabhängig von s’ sind. 

kichten wir es so ein, dass A und die sämmtlichen Differenzen s’ — ce, 

in dem unter (9.) angegebenen Ausdruck dasselbe Zeichen haben, so gelangen 
wir, wie schon ausgeführt, zu dem von Clebsch entdeckten integrablen 
Falle der Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Aus (10°. 


ei R b,—b, r 
folgt für den Modul % sofort der Werth a Setzen wir aber s=e, und 
Bi 
1 
A=— 
(ec, % c,)(e, 2 c,)' 
so erhalten wir 
Y; ‚ y, 2 
- 73, 
( > A x 


und das ist, wenn —c, =z und a —c, =, gesetzt wird, identisch mit der 
Funetion, welehe in den Differentialgleichungen für das Rollen der Ebene 
auf der Gleiehgewichtsfigur auftritt. 
So gelangen wir zu folgendem Ergebnisse unserer Betrachtungen: 
Die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit lässt sich 
für den Fall 


ee 2 
1 m) 


| | rn a . 
2T = buyirbyirbgitl, tm)ait(, +m)ai+(, 


durch 'Thetafunetionen zweier Argumente ausdrücken. Die Darstellung der 
drehenden Bewegung ist äquivalent mit der Darstellung des Rollens einer 
Ebene auf der kegelförmigen Gleichgewichtsfigur eines homogenen, aus 
einem biegsamen, wunausdehnbarem Material gefertigten Flächenstückes. 
welches sich auf einem Kegelschnittsector abwickeln lässt, vorausgesetzt, 


dass der Scheitel des Seetors im Mittelpunkt des Kegelschnitts liegt und 
dass die in der Polargleichung 


ha zc08’p+4sin’p 
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h | auftretenden Constanten 2 und A in dem Verhältniss 
h | % b,—b, 

| E yore h. 

stehen. 

Lässt man den Kegelschnittseetor auf der Gleiehgewichtsfigur rollen, 
so entsprechen den drei Hauptaxen des Körpers die beiden Axen des Kegel- 
schnitts und die Normale. Beim hydrodynamischen Problem sind die beiden 
Argumente der T'hetafunetionen ganze lineare Funetionen der Zeit. Das 
gilt auch von der rollenden Bewegung der Ebene auf der Gleichgewichts- 





| figur, wenn über den zeitlichen Verlauf der Bewegung die Festsetzung ge- 
| | troffen wird, dass die horizontale Projection des in der Gleichgewichtsfigur 

| enthaltenen Stückes der momentanen Drehaxe in gleichen Zeiten gleiche 
Flächenräume durchstreicht. 





























Sur une forme generale des equations de la dynamique. 
(Par M. Paul Appell a St. Germain-en-Laye.) 


1. 

Les &quations de Lagrange ne sont pas applicables quand certaines 
liaisons s’expriment par des relations differentielles non integrables, ou quand 
on introduit des parametres lies aux coordonndes par des relations diffe- 
rentielles non integrables.. Cette diffieulte a fait l’objet de recherches 
diverses dont on trouvera une bibliographie detaillee dans un opuscule 
intitul&E „Les mouvements de roulement en dynamique‘‘ que nous venons de 
publier dans la collection Seientia (Carr& et Naud, Editeurs). 

Nous nous proposons d’indiquer iei une forme generale des &quations 
du mouvement non soumise aux exceptions que nous venons d’Enoncer. Pour 
eerire les Equations sous cette nouvelle forme, il suffit de ealeuler la fonetion 

S=-12mJ, 
ol m designe la masse d’un quelconque des points du systeme et J l’acce- 
leration absolue de ce point: on voit que cette fonction S est composee 
avec les accelerations comme la demi-force vive l’est avec les vitesses. 

Nous avons indique& le principe de la methode que nous suivons ici 
dans une Note inseree aux Comptes Rendus des Seances de l’Academie des 
Sciences de Paris le 7. aoüt 1899. 

2. 

Imaginons un systeme assujetti A des liaisons telles que pour obtenir 
le deplacement virtuel le plus general compatible avec les liaisons A l’instant t, 
il suffise de faire subir a » parametres g,, 93, --., q, des variations arbitraires 
dgq, gs, ++, 0q,. Si nous appelons alors x, y, 3 les eoordonndes d’un 
queleonque des points du systeme par rapport ä des axes fixes, le deplace- 
ment virtuel de ee point a pour projeetions sur les axes: 
| dz = ad, +mdn+-+a,dg,, 
dy no bdq+bdg++b,dg,, 
| ds = oda +adn-+"+ec,dg,, 
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ot I, go, -.., dq, sont arbitraires: dans ces formules, les coefficients a,, 
Ay, ++, €, peuvent dependre du temps t, des parametres q,, Gr +. n 
d’autres paramelres Quyır An+23 +++, (nr, dont les variations sont lieces & celles 
de 913 923 ++, Qu par des relations de la forme 


gar — 0, dqı+ eo; dg+.-+0,dg,. 


J = 9, dn+Pß: dn+--+ß,dg,: 
(2.) I dn+2 P eg +/ 2 Q.+ Fi ‚IGn 





On p ie h, dg, + hy dg+ ei + h, dg.; 
les eoeffieients &,, &, ..., 4, dependant egalement de f et de l’ensemble des 


parametres Qı, 24 +++ Ans Antir = np: Dans ces conditions, le deplacement 
rel du systeme pendant le temps dt est defini par des relations de la forme 


de = adg, +a,dg:+-+a,dg,+ adt, 
(3.) dy = b,d, + b,d + +b,dg„+ bat, 
dz = od +cdg+--re,dq,+edt, 








avec 
dgazı = sd tm dp+-ra,dg„tedt, 
(4.) dq.; Bas P; dq, +P% dq.+ ee +P, dq, r Pdt , 
dg.4, = MA td + +A,dqg„+Adt, 


olı les coefficients a, b, ec, a, ß,..., 4, peuvent dependre de f, Qı, ar +++, Gntp: 


„On peut alors obtenir les &equations du mouvement comme il suit. 
„L’equation generale de la Dynamique deduite du prineipe de d’Alem- 
bert et du prineipe du travail virtuel, est 


(9.) Sm(x"de+y'dy+2'dz) = Z(Xdr+ Ydy+Zdz) 


ou =, y", 3" sont les derivees deuxiemes des coordonnees par rapport au 
temps, et X, Y, Z les projections d’une queleonque des forces. 


) eompa- 


/ 


„Cette &quation doit avoir lieu pour tous les deplacements (1. 
tibles avec les liaisons: elle se decompose done dans les » &quations 
suivantes: 

Em(r!a+y"b,+3'c) = Z(Xa,+Yb,+Zec,), 
Em(z'a+y'b,+2'c) = Z(Xa,+Yb,+Ze,), 


(6.) 





=(Xa,+Yb,+Zc,) 


n/? 


| Em(z"a,+y"b,+2"c, 
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Dans ces &quations les deuxiemes membres se caleulent comme dans le: 
equations de Zagrange. En remplacant dx, dy, ds par leurs valeurs (1.) on a 
pour la somme des travaux virtuels des forces appliquees: 


=(Xdz2+Ydy+Zdz) = Q,dy+ 0: In+:-+0,Jq,. 
Les quantites Q,, Q:, ..., Q, sont les deuxiemes membres des &quations (6.): 
0, = I(Xa-+Yb,+Ze,), 


Pour caleuler les premiers membres, divisons par dt les relations (3. 
definissant le deplacement reel et designons par z, y, 2, 91, 9, ++. q, les 
dze dy ds dq, da, dq. 
A Be SET Sa A 


€ = ag+ ag + . +a,g,.ta, 
y=bq+bgp+-+b,g.+b, 


94 ' ' 
a 20 HraGMTt''trC,nt ec. 


derivees totales Nous aurons 


Prenant encore une fois les derivees totales des deux membres par 
rapport a f, on a 





f zZ n n f " 
T = a tar amt 
ze Z; A A n 
(1.) E Bi big: +b,9. + +6, or, 
rn 2 ",] ze 
\ & is c,gı +6; q: A. En + C, In =; , er 


olı les termes non &erits ne contiennent pas g1, ga: +, gn. Mais alors on 
a evidemment 


Or ay" » dz'' 
u 2: r Zr Mr: an 
1 dgq‘ , 1 dg, b) dgq, h) 
_ de" ET DR Ve 
u ae ee 
.« etc, 


Les &quations du mouvement s’&crivent done 


/ / „Ox" ' Oy" z dz'' 

>32 at T „) = 
me zu tY di +2 EP Q,, 
(8.) ‚dr 
Zm (z E 





" r oy' r og" 
"Tv An 3 an) = 
g; +Y dd; + 37) Q:, 


Considerons maintenant la fonetion 


S= - Zm(z'"”+y'"” +3") = 5 ZmS’, 
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ol J est l’aceeleration absolue du point m: les &quations (8.) du mouvement 


prennent la forme 

(9.) ea 0 WE 

Me: Be ” Be 
On voit que, pour les &erire, il suffit de ealeuler la seule fonetion S, et l’ex- 
primer de fagon quelle ne contienne plus d’autres derivdes deuxiemes que celles 
des parame£tres g,, 9a, -.., q„ dont les variations sont regardees comme arbitraires. 


ur 
" 
[| peut arriver que cette fonetion S, calcul&e en fonction de g,, Q>,:-:,9..+,, EOntienne 
leurs derivees premieres g;, Q,..., Q,;, et leurs derivees deuxi&mesg; ,Q24+++, Qn4p} 
les relations (4.) divisees par dt donnent g,41: Qa423 ++» 944, en fonetion lineaire 
de g13 923 +, Q,, et, en les derivant par rapport au temps, on obtient de möme 
Yur1r In+2ı 9a, em fonetion lineaire de g/,q;,...,q,; on peut done toujours 
faire en sorte que la fonetion S ne eontienne plus d’autres derivees deuxiemes 
QUe 913 924+.., gu: elle contient d’ailleurs ces quantites au deuxieme degre. 
Une fois la fonetion S ainsi pr&parde, on peut &erire les equations (9.). Ües 
equations Jointes aux conditions (4.) forment un systeme de »+p &quations 
definissant qı, Q24 +++, 9u4, en fonetion du temps. 

Prenons, par exemple, un corps solide mobile autour d’un point fixe O 
et ealeulons la fonetion S en rapportant le mouvement A un systeme d’axes 
O,x,y,3 mobiles a la fois dans le corps et dans l’espace. Appelons £2 la 
rotation instantanee du triedre Oxyz et P,Q,R ses composantes suivant 
les axes, & la rotation du corps et p,q,r ses composantes. Une moleeule 
m du corps de eoordonnees x, Yy, 3 possede une vitesse absolue » de projections 

= g3—ry,.-. 

Cette mol&cule possede une acceeleration absolue J ayant pour pro- 
Jeetions 


(10.) J. = 40+00.—Roy..., 


comme il resulte de ce que J est la vitesse absolue du point de eoordonndes 
02, %,,0. Or on a, en appelant p',g',r' les derivees de p, g, r par rapport 
au temps 

dv, dz dy 

a Eee Ar aa 
ou z, 4 z, projeetions de la vitesse relative de la mol&eule, par rapport 
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aux axes Q,x,y,2, sont 
dx 
f f r 
(11.) Piz q2—ry—-(Qz—Ry), ...; 
en effet la vitesse relative est la difference g&eometrique entre la vitesse absolu: 
et la vitesse d’entrainement. D’apres cela, on a l’expression suivante de, 
que nous ordonnons par rapport Az, y,2: 


12) J,= eg +r)+ylgp—-P)+p@-r]+zlr(p- P)+pR+gqg). 


On a de me@me J, et J, et enfin 


2S = Em(,+J,+J)). 


Pour simplifier nous &erirons ici cette somme en supposant que les axe:s 
O,x2,y,3 sont des axes prineipaux d’inertie au point O, et appelant A, B, ( 
les moments d’inertie par rapport & ces axes; nous avons, en nous bornan! 
aux termes enp,g,r': 


S = Ap”+Bg”+Cr"+2[(C—-B)gr+A(rQ-qR)]p 


2 
(15.) 
Sie, +2[(A—- O)rp+ B(pR—rP)|g +2[(B—- A)pg+C(gP—pQ)|r - 


4. 

Equations d’Euler. Prenons comme axes mobiles trois axes in 
variablement lies au corps et eoineidant avec trois axes prineipaux d’inertie 
Nous aurons alors 

r=9,.0=4 $B=r, 
2S = Ap’ + Bgqg +Ur"+2(C— b)grp +2(A-C)rpgq +2(B-A)pgqr +. 

Appelons Z, M, N les sommes des moments des forces appliquees par 

rapport aux axes, ei 

di, du, dv 
les angles el&mentaires dont il faut faire tourner le corps autour des axes 
pour l’amener d’une position & une position infiniment voisine. Nous ferons 
jouer a 4, u,v le röle des parametres q, 4% ..-,9.-. On a, d’une part, 


I(Xdx+Ydy+Zdz) = Ld4+Mdu+Ndv; 


et, d’autre part, les composantes p, q, r de la rotation instantande du corps 


sont 


i di er E du dv \ 
ui, di 
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La fonetion S est alors 
1 2 2 2 v ! - tamni af. 
- (AR? + Bu? +Cv"”)+(C—B)u vi’ +(A—C)v Wu" +(B- A)k uv + 


otı les termes non €crits ne contiennent pas 4, u«,v". Les &equations du 
mouvement sont done 


B_, WW „ 08. 
or" Ce Au" m Iy' u 


La premiere par exemple, s’eerit 
Al” +(C—-B)u'v' = L; 
d’apres les valeurs de p,g,r, e’est preeisement une des &quations d’Euler. 
D. 

Corps de revolution suspendu par un point VO de son axwe. Menons 
par O un axe fixe O« et prenons pour axe Oz l’axe de revolution, pour 
axe Oy la perpendiculaire au plan &O0z, et pour axe Or la perpendieulaire 
au plan yOz. Quand la position du triedre Oxyz est connue, pour avoir 
celle du corps, il suffit de connaitre Vangle que fait avec Oy, un rayon 
issu de O0 et invariablement lie au corps dans le plan des zy: la derivee 
y' de cet angle, par rapport au temps, represente la rotation propre du 
corps autour de Oz. La rotation du corps est alors la resultante de la 
rotation (2 du triedre et de la rotation o. On a done 

»=P, =, r>R+p. 


> 


La fonetion S, definie par l’expression (13.) devient alors, puisque A=B: 
(14) 28= A(p’+g”)+Cr"+2(AR—-Cr)(pg —gp)+ 
Soient encore, Ö4, du, dv les angles @l&mentaires dont il faut faire tourner 
le corps autour des axes Or, Oy,Oz pour l’amener d’une position A une 
position voisine, et Z, M, N les moments des forces par rapport aux axes, 
on a comme plus haut 
" 


! „tt ! Zi ! 
p=ı, g=MmM, re u 


et les &quations du mouvement sont 
Ss 08 


oS 


er u PER! > 
or" m L, ou” ur N, oy" Se N; 
c’est-A-dire, puisque la composante R de la rotation (2 ne depend pas de 
R% uw, v", 


Ap—(AR-Cr)g=L, 
Ag +(AR-Cr)p 
Cr 


\ 
> 
=S 








Appell, sur une forme generale des equations de la dynamique. 


6. 

Cerceau. Pour caleuler la fonction S relative A un systeme quel- 
conque, on peut employer un theor&me analogue A celui de Koenig pour |: 
caleul de la force vive. Prenons par exemple un cerceau ou.un disque 
homogene d’epaisseur negligeable assujetti A rouler sur un plan horizontal 
Appelons a le rayon du cerceau, @ son centre: soit @« la verticale ascen- 
dante menee par @,@z la normale au plan du cerceau, c’est-A-dire Vaxc 
de revolution du corps: nous designerons par © l’angle @@z. 

Prenons ensuite, comme dans l’exemple preeedent, pour axe Gy 
la perpendieulaire au plan «Gz et pour axe @x la perpendieulaire au plan 
yGz. De cette facon Gy est une horizontale du plan du cerceau et Gx 
une ligne de plus grande pente de ce plan aboutissant au point H par lequel 
le cerceau touche le plan fixe. 

Prenons la masse du cerceau pour unite; appelons J, V’acceleration 
du point @ et J' l’acceleration relative d’un point m du cerceau par rappor! 
a des axes de directions fixes passant par @. En appliquant un theorem: 
analogue au theor&me de Koenig, on a 

: ZmJ’ = . 


_ _ 


+3 Zmd”, 
formule que nous &erirons 
S= 548. 

le mouvement relatif du cerceau autour du point @ est le mouvemen! 
d’un corps de revolution suspendu par un point de son axe. En appliquant 
a ce mouvement les notations du numero precedent on a, d’apres (14.): 

285 = A(p’+g)+Cr”+2(AR—-Cr)(pg —qp)-+-. 
Il reste done a caleuler Jü. Pour cela appelons «,®, w les projeetions de 
la vitesse absolue du point @ sur les axes G@x, @y, @3: pour exprimer que 
le cerceau roule, il faut &Eerire que le point materiel du cerceau qui se trouve 
au contact avee le sol, au point H, a une vitesse nulle.. On a done puis- 
que la vitesse de ce point est la resultante de sa vitesse relative autour de 
G@ et de la vitesse d’entrainement de @ 
(15.) u=0, vc+ra=0, w—-ga=(; 

les eoordonnees du point H, par rapport aux axes Gryz, sont en effet a, 0, U. 

Comme la rotation instantande du triedre Gxyz est 2, l’aceeleration 
absolue du point @ a pour projeetions sur les axes Gr, Gy, G2: 
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du 
HQw-Rv 

dt +P r 

d» 

dw ' 

+ Pe—Ou, 
c’est-A-dire d’apres (15.) 

a(Og+Rr), —ar—aPg, ayg-aPr: 
et on a, en faisant la somme des carres et remarquant que P=p,0=g. 
2 af „!3 ı2\ ‘ 2 J AR 
J; = a(g +r)+2ap(gr rg)+ 

ol nous n’&eerivons pas les termes ne eontenant pas p\,g,r. On a done 
enfin 
2S= Ap"+(A+a)g’+(C+a)r’+2(AR—-Cr)\(pg—gp)+2ap(gr—rgq)+:- 
Appelons encore 

O4, du, dv 
les angles infiniment petits dont il faut faire tourner le cerceau autour des 
axes G@z, Gy, @Gz pour l’amener d’une position & une position infiniment 
voisine. Ües quantites sont arbitraires et determinent completement le de- 
placement du cerceau. Nous prendrons 4, «, v comme parametres q,, 92, ::-, q 
et nous aurons encore 


! If ! ! 


p=iI, qg=u, r=rv. 


Nous pouvons alors @erire les premiers membres des &quations du 
mouvement telles que (9.). Il reste & caleuler les deuxiemes membres. 
Pour cela il faut caleuler la somme des travaux des forces appliquees: 

=(Xdz+Ydy+Zodz) 
et la mettre sous la forme 
L,d3+Mdu+N, dr: 


L,,M,, N, seront les deuxiemes membres des @quations. Ües quantites ont 
une signification simple. Menons par le point de contact H avec le sol trois 
axes Hz,, Hy,, Hz, paralleles aux axes Gx,@y,@z: L.M,,N, sont re- 
speetivement les sommes des moments des forces appliquees par rapport & 
ces nouveaux axes. En effet, la vitesse de la molecule placde en H etant 
nulle dans un deplacement compatible avec les liaisons, le deplacement 
infiniment petit du cerceau est le deplacement r&sultant de trois rotations 
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elementaires O4, du, dv autour des axes Hz,, Hy,, Hz,, sans deplacemen 
de HA; ce qui demontre la proposition. 
Si la seule force appliquee est le poids g applique en @, on a 

evidemment 

L=0, N=0, 

M, = —gaco0sO, 
Les equations du mouvement sont alors 

En = Q, but = — 9460809, = =), 


oVv 
° 


c’est-A-dire, d’apres la valeur de S 
U 
Ap—-(AR-Cr)g=V(\, 
(A+a’)g +(AR-Cr)p -a’pr = —gac0s0, 
(C+a)r-tapg=V. 

M. Korteweg et moi avons remarque, & peu pres en m&me temps, 
que integration de ces &quations se ramene A l’integration de l’&quation 
hypergeometrique de Gauss suivie d’une quadrature. (Voyez un article des 
endi eonti del Circolo Matematico di Palermo, suivi d’une lettre de 
M. Korteweg, premier faseieule 1900.) 


— 


7 

Dans ce qui precede nous avons deduit les &quations (9.) du prin- 
cipe de d’Alembert associe au prineipe du travail virtuel. On peut aussi 
les rattacher au principe de la moindre contrainte de Gauss (Journal de 
Crelle, t. IV). Il ne pouvait du reste pas en &tre autrement, puisque, comme 
le remarque Gauss, tous les prineipes de l’equilibre et du mouvement devant 
se ramener au prineipe des vitesses virtuelles et au principe de d’Alembert, 
se ramenent necessairement les uns aux autres. 

Si l’on forme la fonetion 


R= S-(Qıg +09 + +0) 
qui contient les lettres g’ au deuxieme degre, on voit que les &quations du 
mouvement (Y.) peuvent s’eerire 
DR oR oR 
(16.) Bub N u Fe A 
og oq On 


Ce sont les Equations que l’on aurait & Eerire pour trouver les valeurs de 
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11392 3°", 9m rendant AR minimum. Inversement les valeurs des g” tirdes de 
ces equations rendent R minimum, car les termes homogenes du deuxieme 
degre de R proviennent de S et constituent une forme quadratique definie 
positive. Comme les valeurs des g” determinent les aceelerations, on peut 
interpreter ce r&sultat en disant que les valeurs des accelerations a chaque 
instant rendent R minimum. 


Dans cet @Enonee, on peut remplacer la fonetion R par toute autre 
fonetion qui en differe seulement par des termes independants des aceele- 
rations, par exemple par les deux fonetions suivantes: 


Zm(e"”+y +2") Eu Yy' +Zz" 


u Ka 


1 u. 
> ach / 3% A\2 | f Bj Pa/f PL IRRE r \27 
>=, (mx — X) +(my" — Y)’+(mz'— 2)*). 


Le fait que les aceelerations rendent cette derniere fonetion minimum est 
une consequence immediate du prineipe de la moindre eontrainte de Gauss 
comme l’a montre M. A. Mayer dans un interessant artiele intitul&: „Ueber 
die Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung für reibungslose 
Punktsysteme, die Bedingungsungleichungen unterworfen sind“ und „Zur 
Regulirung der Stösse in reibungslosen Punktsystemen, die dem Zwange 
von Bedingungsungleichungen unterliegen“. Abdruck aus den Berichten der 
mathematisch-physikalischen Klasse der König]. Sächs. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Leipzig. Sitzung vom 3. Juli 1899. Get enonce du prineipe 
de Gauss que jai donne, de mon cöte, apres M. Mayer, dans les Comptes 
kendus du 11. septembre 1899, se trouve deja dans le T'ome III des Oeuvres 
de Hertz, page 224 (Leipzig, 1894.) 























Ueber die Entwickelungsform algebraischer 
Functionen und die Irreduetibilät algebraischer 
Gleichungen. 


(Von Herrn Leo Koenigsberger in Heidelberg.) 


In meiner Arbeit „Ueber den Eisensteinschen Satz von der Irreducti- 
bilität algebraischer Gleichungen“*) habe ich gezeigt, wie man aus deı 
speciellen Entwickelungsform algebraischer Funetionen in der Umgebung 
eines Verzweigungspunktes und der dadurch bedingten Gestalt der sie defi- 
nirenden algebraischen Funetionalgleiehungen Irreduetibilitätskriterien für 
algebraische Gleichungen herleiten kann; die folgende Untersuchung soll 
das dort angeregte Problem ganz allgemein erledigen. 


Sei die algebraische Gleichung 
(1.) F,(&)y"+F,(e)y""+-+F,_-ı(@)y+F,(&) = 0 
gegeben, in welcher F,, F,,..., F, ganze Functionen von x bedeuten und 
welche mit Adjungirung rationaler Funetionen von x als irreduetibel voraus- 
gesetzt werden darf, so kann die Untersuchung derselben bekanntlich mit 


Hülfe der Substitution 


% 


y-n 
F(®) 
auf eine Gleichung r-tenjGrades in z von der Form 
2" +9, (2)2""+--+9,_,(2)2+Yy,(8) = 0 

redueirt werden, in welcher @,,...,,_1, p, ganze Functionen von x dar- 
stellen, und man darf somit die ursprüngliche Gleichung in der Form 

‘ n n—1 n—? 

(2.) VD HR" TH Hey the) = 0 


annehmen, worin fi, ff, f, ganze Functionen von x sind, und welche 


*) Bd. UXV dieses Journals. 
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somit eine algebraische Function von z definirt, welche für keinen endlichen 
Werth von z unendlich wird. 

Um die Entwickelung dieser algebraischen Function in der Umgebung 
der im Endlichen gelegenen vielfachen Punkte zu finden, seien die sämmt- 


lichen verschiedenen Lösungen der gleich Null gesetzten Diseriminante 
PR 


0» 
“ 


denen die resp. verschiedenen Funetionalwerthe 


Yıry Yızy +++, Yın, 


214 2294 00. Yo) 
A) Yaı,Y 9 





Yors Yo2ı ++, Yoio 

entsprechen mögen, worin jedoch Elemente der verschiedenen Horizontal- 
reihen einander gleich sein können, und die unter einander verschiedenen 
dieser AA +A,+ +4, Funetionalwerthe mit 


N, Mayr, Au 
bezeichnet werden sollen. Bildet man nun eine ganze Function Z vom u-ten 
(Grade in y 
(3.) t= a+ay+ay + +a,y" +y”, 

und bestimmt die « constanten Üoeffieienten so, dass £ für y= 1,2 .., 7, 
verschwindet, bildet also 
4) (= (1m... ,+- 1 mm yatı)yt 

tt try, 
so wird nach bekannten Prineipien die Elimination von y zwischen (2.) und 


(4.) t als die Lösung einer Gleichung »-ten Grades liefern 

(5.) P+P (le) "+ +D,_, (Dt + Pl) = 0, 
in welcher 2,,2,,...,?, ganze Functionen von x sind. Da sich nun für 
2=4,,0%,...,0, gleiche Werthe für y ergaben, so werden eben diesen 


Werthen von z nach (4.) auch gleiche, und zwar verschwindende Werthe 
von £ entsprechen, so dass 

P,(z) = (2-0) (2 —,)" ...(2—0,)° P,(z) 
sein und D,_,(z) ebenfalls für x = «,,«,,...,«, verschwinden muss, wobei / 
in der Umgebung dieser Punkte eindeutig oder auch verzweigt sein kann. 


Andere Werthe von x, gleichgültig ob dieselben den letzten Coefficienten 
Journal für Mathematik Bd. OXXI. Heft 4. 41 





















. 
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D,(xz) der Gleichung (5.) zu Null machen oder nicht, können zwar vielfache 
aber nicht Verzweigungspunkte der algebraischen Function £ sein, da fü: 





diese der Annahme nach y nicht verzweigt ist, und daher nach (3.) auch : 
nicht verzweigt sein kann. Kennt man andererseits die Entwickelungen 
von £ in der Umgebung eines der Punkte «, für welchen 2 verschwinden 
soll, ist also eine derselben 
a4 

= Aue —a)’ + Ad eo)’ + = y-n)y—n).. yon): 
und entsprechen dem Werthe 2=« die Functionalwerthe 7, 7°, ...,n 
welche eine Horizontalreihe des Systems (A.) bilden, so ist, wenn 


(2— a)” =32 


(9) 


gesetzt wird. 

Yan) yn) (Yu) Aus'— A123’ — = Fly, 3)= 0; 
da nun fürze=ca,y=n1%), worin se eine der Zahlen 1,2,...,0d‘ bedeutet, auf 
deren Bestimmung, da es sich hier nur um die Feststellung der Verzweigungsart 
handelt, ich nieht näher eingehe, 


(OP 2) ÖF(y, 2) ö°F(y,3) URCy, 2) 
’oF(y Int en N) „== y ). „a0 


oy ( 03° Oz+! 


ist, also 
2 I+1 


y=n®9)+B,#’+B, „34 =n7®+B,(z-o)’+B,,, (2-0) ” 
wird, so hat y dieselbe Verzweigung wie £ und die Entwickelung beginnt 
mit demselben Anfangsexponenten. 
So wird z. B. die quadratische Gleichung 

y—2ry+ı’=(0, 
deren Lösungen durch 

y= x2°’+z2V2(2—1) 
dargestellt sind, füre=0 und z=1 die doppelten Wurzeln y=0 und y= 
haben, und die "Transformation 

du mi 
dieselbe in die quadratische Gleichung 
P+t220°+22°—42°) = aa —-1)(-e’+cH+1) 

überführen, deren Lösungen 
t= 2-2’ - 2’ +22 —1l)eVe(c—1) 
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ud it 































sind; es liefern also die Lösungen e=0,2=1 des letzten Coeffieienten 
der quadratischen Gleichung in £ Verzweigungspunkte der Funetion, während 
sowohl in der Umgebung der Lösungen des Faectors -—z’+2+4-1 als auch 
17 
n Variabeln ist. 


irgend welcher anderen Werthe von x t eine eindeutige Funetion dieser 


Um somit die Verzweigungsart einer beliebigen algebraischen Function 
für die im Endlichen gelegenen Punkte der Variabeln zu untersuchen, trans- 
formire man zunächst dieselbe, nachdem sie in bekannter Weise von dem 
höchsten Coefficienten befreit worden, durch die mit constanten Coefficienten 
versehene oben näher charakterisirte Tschirnhausensche Transformation, welche 
durch alle die verschiedenen Werthe der alshängigen Variabeln, die allen viel- 
fachen Punkten entsprechen, eindeutig definirt ist; es erübrigt dann nur, die 
Verzweigungsart der transformirten algebraischen Function für eben jene in 
| den letzten Coefficienten der sie definirenden algebraischen Gleichung eintreten- 
® den vielfachen Punkte festzustellen und zwar nur für verschwindende Werthe 

der algebraischen Function. 
Es mag zur Ergänzung des Vorigen hier noch eine Bemerkung all- 
| semeinerer Natur gestattet sein, welche die Anwendung einer beliebigen 
Tschirnhausenschen 'T'ransformation mit variabelen Coefficienten auf eine alge- 
braische Funetionalgleichung betrifft. Sei die algebraische Gleichung (2.) 
wieder mit Adjungirung rationaler Funetionen von x als irreduetibel voraus- 
nt vesetzt, und werde eine Tschirnhausensche "Transformation von der Form 


1 


(6.) = pla)+Yp(Dy+Y.(K)y + +Yp,_,(a)y"" = w(y) 
auf diese angewandt, in welcher 9, Pi, +.., 9,_, wiederum rationale Funetionen 
von x bedeuten und deren Grad in y allgemein mit Hülfe von (2.) als der 
(a—1)-te vorausgesetzt werden darf, so werden für die Eliminationsgleichung 
von y zwischen (2.) und (6.) 


ö: | (7,) P+D ("+ +D,(e) = 0, 


in weleher 2,,..., ? 
Iiydoy..., 4, welche. vermöge (6.) den » verschiedenen Lösungen %,,%2, +, 9%, 
der irreduetibeln Gleichung (2.) entsprechen, im allgemeinen verschieden 


n 


rationale Funetionen von x bedeuten, die a Lösungen 


sein, und es wird sich dann, wie bekannt, auch y als rationale Function von x 
und £ darstellen lassen. Liefern jedoch die verschiedenen y-Werthe zum Theil 


gleiche Werthe von t, dann kann man y nur als Gleichung 2-ten, 3-ten ete. 
41* 
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(srades darstellen, deren Ooefficienten rationale Funetionen von z und £ sind. 
Werde nun angenommen, dass 

ayı) = w(yı) 
ist, worin k eine der Zahlen 2, 3,...,r bedeutet, sei ferner » eine Primzahl. 
und bestehe für einen der Verzweigungspunkte der Function y ein Cyklus 


> Yıyy Yan Yarıycch .- 

Yı, Y5, Yrrıs Yar2s +++ Yı 

von a Elementen, welche Annahme schon die Irreduetibilität der Gleichung 
(2.) nach sich zieht, so werden sich durch wiederholte Umkreisung des Ver- 
zweigungspunktes die Gleichungen ergeben 

o(y,) = w(yı) = w(Yya-ı) = W(Yya-) = @ (ya) =" — Oo lYyar-a-n) =" 

EN Yor-g-1) so 
worin die Indices nach dem Modul » zu nehmen sind. Sind nun zwei der 
Indices von y nach » congruent, so müsste, wenn p und q aus der Zahlen- 
reihe 0, 1,2,...,»—1 genommen werden, 

pk—(p—-1) =gk—-(g—1) (modz2) oder (p—g)(k—1)= 0 (moda) 
sein, was, da» als Primzahl vorausgesetzt worden, ausgeschlossen ist, und 
es werden somit die in den Gleichungen 
o(y,) = w(yı) = w(Yya-ı) = = @lYya-a-(m-2) 
enthaltenen Indices der y nach » incongruent und somit die sämmtlichen 
Zahlen 1,2,...,r» sein, so dass 


1 n 
o(y,) = n 2,04.) 
gesetzt werden darf, und somit &(y,) sich vermöge (2.) als rationale Function 
von x darstellen lässt, die mit R(x) bezeichnet werden mag. Daraus würde 
aber nach (6.) folgen, dass die Gleichung 
WE)tPEYyt + pn-1le)y"" = Ra) 
mit der irreductibeln Gleichung (2.) die Lösung y, gemein hat, also eine in 
y identische sein müsste, und wir erhalten somit den folgenden Satz: 
Drückt man aus den beiden Gleichungen 
"Hey" Tr the) = 0, 
= Ma) re tt dyT, 


worin n eine Primzahl, und die erstere um einen ihrer Verzweigungspunkte 








v- 
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einen Cyklus von n Elementen besitzt, y als Function von x und t aus, so lässt 
sich diese stets als rationale Funclion von x und t darstellen. 


Nach den Resultaten meiner oben angeführten Arbeit würde dieser 
Satz also für alle Gleichungen der Form gelten 


y’+l@-e)"F(@)y"'+(e-a)"R,(e)y" "+ 
..+(2- 0)? "-1F,_,(@)y+(z-e)'F,(«) = 0, 
worin » eine Primzahl, r kein Multiplum von n, 


d,=e (=) 4 


und F,(«) von Null verschieden ist. 

Auf eine weitere Ausführung der dahin gehörigen Sätze will ich hier 
nicht weiter eingehen. 

Es soll nunmehr festgestellt werden, in welchen Fällen man unmittel- 
bar aus der Form der oben transformirten Gleichung die Art der Verzweigung 
ersehen kann. 

Sei die Verzweigung einer durch die Gleichung 

(8.) "th Tr tray Hlle) = 0 
definirten algebraischen Function festzustellen für diejenigen vielfachen Punkte, 
welche Lösungen der Gleichung f,(xz) = 0 sind und y verschwinden machen, 
so wird zunächst, wenn 2 =« eine solche Lösung für v in Null zusammen- 
fallende Werthe der algebraischen Function bezeichnet, die Gleichung (8.) 
die Form haben 


9.) | y"+fla)y"" + +fh,-,()y’ +2 -0)p,_,.(lE)y + 
Er + +2 0o)p,-(z)y+(z-o)y,(r) = 0, 


worin fir ser far Paorrıs er, Pu ganze Funetionen von x darstellen. Bestehen 
nun nz=«a kCyklen von je w,,2,...,, Blättern, worin die e—1 sind, 
so dass „++ --+u, =» ist, und sind die Entwickelungen der F unetional- 
werthe in der Form dargestellt 


Ü 


9, +1 O5 >%k 
Yı = PR | (20) “ ++, 9» = Ala-o)” +, a = A,(z— ok +... 
we J 
= HA, (c— aut Bln— @) u “ Ya = EA, | ie = yo = Ei A, (ar. 


0, 
0 


Yıı — Al Fr (z—.a)“ + ..., Yur = ee 4, (cr — a)"?-+ ..., a PR — zes A, (z— a)" == ..., 
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WOrIN &,, &y...,&; TESP. 1,-te, ur-te, ..., u,-te primitive Einheitswurzeln, die 
e—1, und die Coeffieienten A,, As, ..., A, von Null verschieden sind; seien 
ferner die für e=« von Null verschiedenen Lösungen der Gleichung (9.), 


also die Wurzeln der Gleichung 


HrHhedy"Ü rt f,(ee) = 0 
A, @y,...,@,_,, die auch zum Theil oder sämmtlich einander gleich sein 
können, so werden der Voraussetzung gemäss die Entwickelungen der zu- 
gehörigen Zweige durch die Taylorschen Reihen 
yı=4+ b,(z—a)+ Ya a,+b,(2—-0)+ er en a„_,+b,_,(e-0a)+- 
gegeben sein, und hieraus sowie aus den oben aufgestellten Entwickelungen 
um den Verzweigungspunkt & folgt zunächst, dass, weil 
get2e+ Hau-De —_ (— 1) -1)o 
ist, 
Yıyı +++ YavYııYaı ver Yaıre YınYYor vor Yayk 
At... Alk(— 1)r2 20 (2 aJetet tee... 


da, Ad; ... a 


l,_y 
wird, worin die weiteren Glieder höhere Potenzen von r—e« enthalten, und 
dass somit, wenn 

09 +0++0, = 0 
gesetzt wird, das letzte Glied der Gleichung (9.) die Form hat 

(2a) Re), 

worin (2(x) eine ganze Function von x ist, welche für e=« nicht ver- 
schwindet. 

Bildet man die Summe der Combinationen der Lösungen der 
Gleichung (9.) zur (a— 1)-ten Klasse, so wird die allen Summanden gemein- 
same Potenz von 2—c« erhalten, wenn man diejenige der Potenzen 

[4 [2 Ok 
(z- a)", (2-0), ..., (2 a)f% 
ausschaltet, welche den höchsten Exponenten besitzt; nehmen wir also diese 
Brüche der Grösse nach geordnet 


an, und beachtet man, dass die im vorletzten Posten der Gleichung (9.) 
enthaltene Potenz von 2—« eine ganze sein muss, so wird, wenn e(a) die 


grösste in a enthaltene ganze Zahl bedeutet, und je nachdem “ 


eine ganze 








n 


l 
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Zahl ist oder nicht, 
0, 
e((w—1) n ++: +0.) oder e ((u,--1) a ++ +9,)+1 

1 l, 
mit Ö\' bezeichnet wird, der vorletzte Coefficient der Gleichung die Form 
haben 

gl 
(2 a) 2, (@). 

Für die Combinationen zur (a-2)-ten Klasse werden die beiden höchsten 
Anfangspotenzen der Wurzelentwickelungen auszuschalten sein, um zu sehen, 
welche Potenz von 2— co mindestens in dem drittletzten Coeffieienten ent- 
halten ist, und wir erhalten somit für die Form desselben, wenn, je nach- 

0, . j . 
dem 2 eine ganze Zahl ist oder nicht, 


1 
’ TR 
e((u 2) ++ +9) oder e ((w—2) +9, + +Q,)+1 
u, / u, \2 
mit 0\” bezeichnet wird, 
(ze) 2x), 


u. 8. w. worin, unmittelbar zu sehen, dass, wenn o, zu «, relativ prim ist, 
I EM e((u-7), +0+-+g,)+1 (für yı = A «—1 
1 


ist, und wenn der grösste gemeinschaftliche Theiler von o, und «, mit d, 
bezeichnet und 0,=d,p,, “u, = dıg, gesetzt wird, J für alle nicht durch 
q, theilbaren Werthe von y, eben diesen Werth! hat, während für y,=q,, 
29,3. (dh—1)q:: 

\ 0, 0 

=e ((u, —Y,) Pr +0%+'+9)=- 0 t+9%+'+0—/ı iu 
ist. Und diese Form behalten die Coeffieienten der Gleichung (9.) bei bis 
zu den Combinationen der (a—u,+1)-ten Klasse, während die Combination 
(n— u,)-ter Klasse die Form annimmt 


(2 — ek 2, (€), 


v 


worin 
I, = el +94 +9) = @+9+ +0 

ist, und (2, (2) eine ganze Funetion von x bedeutet, welche, wie aus der 

Form der Wurzelentwickelungen wieder unmittelbar zu sehen, für = « 

nicht verschwindet. Bildetet man nun die Summe der Combinationen 

(a—u,—1)-ter Klasse und schliesst genau in derselben Weise weiter, so 

erhält man zunächst den folgenden Satz: 
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Wenn eine algebraische Gleichung 


10.) EHRT edytha) = 0 
für einen Nullwerth x = « des letzten Coefficienten eine v-fach verschwindende 
Lösung besitzt, während die übrigen dem x = «a entsprechenden n—v Functional- 
werthe sämmtlich verschieden sind*), und die v Functionalwerthe gruppiren sich 


zu Cyklen von u,, ,,-,u, Elementen mit den Exponenten er % % ihrer 


° errt 


u, M, Ux 
Anfangsglieder in den Entwickelungen um e=« herum, wobei 
P, je ° 0, ee. we Ok 
u, —n,— m 
sein soll, so hat dieselbe stets die Form 





’ 5 (1) (1) 2 s(1) > 
(Te) ptrle—e)"! Fuyt+lz eo)": pay ++)“ PıuY 
»(2) (2) . 
+2 — a)! pay +20)”: pay 


(2) 
\Ö , + 
++(2—0) Ha Pay,Y" HK: 


11)! | 


En u 


s(k) s(k 
Hai purer tat a yet re. 


a(k) 
oh (Ta) -1 Pi yreet dr Pin 
+ wy”+ vy’+ . + Voyi y"' + y" = v, 


worin die Functionen p und w ganze Funclionen von x bedeuten, 


d = 9+9++9 





und 


= e((u,—7)) 2 +94+ +0.) oder 
a2)! ö 





= e((w-7,) = +0, +1 ++: +0.) + l (d=1,2,..,k) 


ist, je nachdem das Argument der e-Function eine ganze Zahl ist oder nicht, 
und 


Pl), Pin) Pad +3 Aria Yule) 
von Null verschieden sind. 


*) Diese letztere Annahme wird nur in Rücksicht auf das ursprünglich vorgelegte 
Problem gemacht — dass dieselbe für den obigen Satz unwesentlich ist, sieht man 
daraus, dass die früheren Schlüsse davon unabhängig sind, ob die Entwickelung der 
Functionszweige Y,, Ya; *'" Yn—, ganze oder gebrochene Potenzen von 2—« enthalten, 
wenn nur die Anfangsglieder a,,a,,--,@„-, von Null verschieden sind. 
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So wird z. B. eine algebraische Funetion 11-ten Grades, welche für 
z=0 die 10-fache Lösung Null annimmt und sich zu 3 Cyklen von 1, 3 


und 6 Elementen gruppirt, welche zu Anfangsgliedern ihrer Entwickelung 
1 1 


in der Umgebung des Nullpunktes =', 2°, x’ haben, nothwendig durch eine 
Gleichung von der Form definirt sein 


tete try try trpytarpoy"+ry;y’ 
FEpyHEpy rpuy try =, 
worin (0), P,(0), p,(0), Pu(O) von Null verschieden sind. 

Wir wollen nun untersuchen, wann die Form der Gleichung (11.) 
auch hinreichend ist für die oben angenommene Verzweigungsart, und 
zu dem Zwecke der kürzeren Darstellung wegen voraussetzen, dass k=2 
ist, also die Gleichung zu Grunde legen 


„() 


0 ) 


2 z (1) (1) 
\9 / ) 0 2 19 
(2— a) put (X a) | puy+(a-o)? Yyoyt tl) PiuYy” 


202) ei | 
(13.)- Ha pay 4a pay 
51) 


38 EN 
T (a 0) KH 'y ’u, ıY 


ruy’tuy tet. ry" 0, 


ut l 





in welcher 


f 


\ \y \ ) 
u+a=», d=0+m IU=- eu) | 0.) oder 
(14.) = e((u-y) +0) +1, 


u, 4 
ID — e((u _Yy )=) oder = e((u —Y,) a) + | 
u er Un u s 2 u 


ist, je nachdem das Argument der e-Function eine ganze Zahl ist oder 





nicht, . und 9,(@), p,,,(@), wu(e@) von Null verschieden sind. 
1 2 


Setzt man in (13.) 
(15.) z—a=l" und y=M“v, 
so wird vo als algebraische Function von £ durch die Gleichung definirt 
sein 
1,0 md? +e, FR Ju RO u, 
port pn tr Hl Ft, © 


(16.) 2 


(2) s(2 
ö - - jr) _ 
-} gedı H(aı+1l)e, Pa, pr! I. . yada,—i1+( 412-1), Pay, pritm 1 


| 0, 
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wobei in den g- und w-Funetionen das Argument x durch f"+« zu er- 
setzen ist; dividirt man nun diese Gleichung durch £#“°, so werden die Ex- 
ponenten 

ud +yY,90,- ud 
nach (14), wenn o, zu u, relativ prim, 


a 0, ®, | ® 
für „<wu u le(cu, _ 2 )+ 1- (u, — Dr (> 0 


l 
ME“ } | 
für = Mm Mı € (0)-+ 0: (le: +0)=(, 
während, wenn o, und u, den grössten gemeinsamen Theiler d, haben, und 
e, =p,d,, u, = q,.d, gesetzt wird, diese Exponenten 
Hin ’ | % e, | 
für 4%, = 9, 291,5. .„dıqı u, el 71) y, —yı) [= 0, 
u, KM, 
für alle anderen y, wieder > 0 werden. 


Bemerkt man ferner, dass die weiteren in der Gleichung (16.) vor- 
kommenden Exponenten von £ nach der Division durch #“ von der Form 


u, 09+ (u, +9)0,— ud 


nach (14.), wenn @, zu u, relativ prim, 


2 B | \ O,\ 0, | DO, np 
für Y» << u, u e(( PP YRBRENE VD 10. Aug DPE an, GERBENE GT RRREN © Do 5. : SDR BE NE [® — en) > 0) 
/?2 Fl #2 Fr \rr2 Dr Dyırmı u, u, ale 4 


während, wenn o, und u, wieder den grössten gemeinsamen Theiler d, haben, 
und 0, = p.d,, u, = g.d, gesetzt wird, diese Exponenten 
3 ’ 0 a an u: 
für % = 92, 292,...,(d,—1)g; ya 1 .)>0 je nachdem: > ®, 
MM, Pia MI 
für alle anderen 7, wieder >0 werden, 
dass endlich von den Exponenten von £ in den mit den w-Functionen 
behafteten Posten nach Division durch #* der erste 


v9, — I = (U, + ,)9, — u, (9, +09) = 9m; Z0 


: \ ee ® EEE i. u az ‚ 
ist, je nachdem S >a ist, während die übrigen sämmtlich positiv sind, 


1 2 


so wird sich, wenn nach Division der Gleichung (16.) durch 1“? t= 0 
gesetzt wird, für die zugehörigen Werthe von v die Bestimmungsgleichung 
ergeben 
I. wenn °: und °: irreductible Brüche und 9 — 8 
u, u, u, u, 
(17.) pe) + pl) ot = 0; 
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5} . . ai f O, 
II. wenn und - irreductible Brüche und °' =": also 0,=0,, u, — it, 
) 2 u, KM, 
18) ua) + Yin (a) or + lot = 0; 
. .. . 0 0, » 
III. wenn ": reductibel, °: irreductibel und "' —": ist, 
| u Fe 


(19.) po (a) + Y,,(R) 0" + pn, (a) 0" +, (e)v“ = 0; 


IV. wenn ®' reductibel, ®% irreductibel und "' — ": ist, 
u, U, u, KM, 
(20.) yu(le)+ Pia, (@)0"+ Pi, (e)o" ala a 9 (o)o"+Wyu(le)oH'* 
V. wenn irreductibel, a reductibel und e\ er ist, 
2 MM; 
(21.) pu(e) + Ye)" = 0; 
VI. wenn °' irreductibel, n reductibel und “' — - ist, 


M, PR, 


| 
. 4. 
ı r\ 


22) 
0, 


VII. wenn ° reductibel, “: reductibel und - >= 


had U, 73 


(23.) pol@)+ pi.) 0" + yo, Et pn. (a)o" = 0; 


ist, 


so folgt 





(): 


* 0, ‚ oO Be. 
VIII. wenn ®' reductibel, * reductibel und " — "* ist, 
u, u, er MB, 
24.) Pl) + p, (ur ++ Qp,(e)0" +, (tr + pn,le)e tr 
| = I v,(o)ot" . 0. 
Setzt man ebenso in (13.) 
T—-ao=u" y=u'w, 
u 6 u sc, 7] ld, 2 N A ı) }- 10 l 
u": Put u 2’ "p,w+ u"? pw ++ u a, \ pw 
2.) : ‚(2) ,@) 
(25.) tu: + (a Dep, PT Dahlia -H ... 1 u“ 9, -1 + (014 Kilo: (p,,., dr tt A 1 
+ w + +W_, ee N), 


U Ö a7 5 (o, + 0;) ee: (u, + 4t,) 0, = U5sQ, — U,0: > 0, 
42* 


wobei in den g- und w-Functionen das Argument x durch w”-+« zu er- 
setzen ist; dividirt man nun diese Gleichung durch a’, so wird der erste 
Exponent 
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b 0 
je nachdem "' 


1 2 


ae ist, die folgenden Exponenten 
ud") +19 —rB 
nach (14.), wenn go, zu u, relativ prim 


für „<u 4 le(u, 71) )+ 1— (u, ee + (014; m) > dv 


l 


für „=u, mel) + mn —(m+ 1)0 = 0, 


während, wenn o, und u, den grössten Theiler d, haben, 
für Yı = 913 22. „dig: mele ten" )+ 1 -(mtm)e. 


= (1,0, — 1,0;) >, wenn . >2 und 9, <u 
1 2 


l 


=(), wenn 9 — 
L 


x oder y, = u.. 


1 2 
für alle anderen y, aber >0 werden. 


Bemerkt man ferner, dass die weiteren in der Gleichung (25.) vor- 
kommenden Exponenten von a nach der Division durch a’® von der Form 


2) _ıL. RR 
u,0C + (1, +72)0— VB: 


nach (14.), wenn 0, zu u, relativ prim, 


für 2» < ur U; le (U,—Y;) +1— (u; 8 >>®, 

während, wenn o, und u, wieder den grössten gemeinsamen Theiler d, haben, 
diese Exponenten 

für % = 9, 292,...,(d—1)q: = 0 

für alle anderen y; wieder —0 werden, 

dass endlich von den Exponenten von «in den mit den w-Functionen 

behafteten Posten nach Division mit «® der erste =0, alle anderen —> 0 
werden, so wird sich, wenn nach Division der Gleichung (25.) durch w*® u = U 
gesetzt wird, für die zugehörigen Werthe von vo den obigen acht Fällen 
entsprechend die Bestimmungsgleichung ergeben 


I. (26.) Pi.) ww" + op, le)wtr = 0, 
Il. (27.) po(le)+ Yı.,()w" + w,(e)w"tt = 0, 
Ill. (28.) (le) ww“ + w,(e)wt" = 0, 


(29.) Yole)+ Yı,,(e)w" + Pr, )w ++ pl )w" + wula) wit: = U 





\ 
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v. 80) Pin, (e)w +2, (ae t+ pn, (a) we + ple)wtt" 
VI. (31.) Pula) + Fın, (uw +p.,(e)w"'r+ P2,(®) wette. 

... w,(0.) lad + u 

VII. (32.) pe) w" +, (a) w" tr + p., le) wir + + pl) w tr 


VII. (33.) (a) + Yp1,()w" ++ 1a) w“ Hp, (a)w" tr ++ yu(a)w“t" 


=(, 


=, 
B. u 0, 


Gehen wir zunächst zur Untersuchung der Gleichungen (17.)— (24.) 
über, so sehen wir, da (17.) mit (21.), (19.) mit (23.) und diese unter ein- 


ander zusammenfallen, wenn 


(a.) Pig (8) = Pi.) = = Pua-1(8) = 0, 
da ferner (18.) mit (22.) und (20.) mit (24.) zusammenfällt, wenn 
(b.) P2,(8) = P2,(0) =" = Pan) = 0, 


und diese wieder unter einander zusammenfallen, wenn die Gleichungen (a.) 


und (b.) zu gleicher Zeit erfüllt sind, dass, 
wenn d, der grösste gemeinschaftliche Theiler von o, und u,,d, 


% 


der 


grösste gemeinschaftliche Theiler von go, und u, ist, sodass u, = d,q,, iu, = dygq:. 


und wenn die Coefficienten der Polenzen von 


NM y% (d-1)gı „air yaıt?g: Kıtld,—1)g 
Nee HN engl 
in der Gleichung (15.) für e=« verschwinden — was auch stets der Fall 
ist, wenn : und m irreduclible Brüche sind —, die Bestimmungsgleichung 
1 2 
für v 
0 : 
wenn ">", Yla)+y,,(e)e" = (0, 
BT M, | 
0, 2 / \ \ Uı+ 
wenn ” -— je 4 p,(e) + Pın (a) vo" + w,(e) ® A = () 
u, RM; 
ist.) 


*) Es ist wesentlich zu bemerken, dass ohne die obige Voraussetzung der 
0 


f C we 2 
z = a verschwindenden Coefficienten der y-Potenzen sich, wenn *" >> ** ist, unabhängig 
1, 


iu, 


von der Beschaffenheit des Bruches n 


falls 9° irreductibel ist, die Gleichung 


u, 
pa) + Yınla)e“ı = 0, 


und falls 8ı reductibel, die Gleichung 





für 


\ 
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In Betreff der Gleichungen (26.)—(33.) werde ebenso bemerkt, 
dass (26.) mit (28.), (30.) mit (32.) und diese unter einander zusammen- 
fallen, wenn 


(A,.) P24,(0) = Pe) =" = Pr (8) = 0; 
dass ferner (27.) mit (29.) und (31.) mit (33.) zusammenfällt, wenn 
(b1.) Pi(%) = Pi.) == Pan) = 0, 


und diese wieder unter einander zusammenfallen, wenn die Gleichungen (a,.) 
und (b,.) zu gleicher Zeit erfüllt sind, und wir sehen demnach, dass mit 
Beibehaltung der obigen Bezeichnungen, 

wenn die Coefficienten der Polenzen von 


17 29 (di—1)gı u+9: u, +29: u,+(d,—1)g; 
ER AST Meikpat re er 


in der Gleichung (13.) für <= « verschwinden — also jedenfalls wieder, 
wenn und L irreductible Brüche sind — die Bestimmungsgleichung für w, 
u, 4, 
91 8: “4 mit — () 
wenn >, 1 1, (e)w" +w,(e)w = 0. 
Er ı 2 
0, 0, u wit 
u Pole) + Yyı,, (eo )w" + wle)wttr: = 0 
l v2 
ist.” ) 


Po) + Hilden 4 gianla)on + + player = 0 
ergiebt. Ist jedoch ı u so wird, wenn 
KM, u 


$2,,(@) zu $229,(8) ua 4%a,—1)9,(@) un Ö 


ist, wieder unabhängig von der Beschaffenheit des Bruches en. 
. 


falls u irreductibel, die Gleichung 


1 f, («) 5 Pıu,(®) p#ı + w,(a)o” eu Ö, 


und falls > reductibel, die Gleichung 
l 


Pla) + Pınla)e" + gYi2g,la)ur + + Ypıula)o” + WY,(a)v te = 0 


lauten. 
*) Es mag auch hier wieder bemerkt werden, dass ohne Voraussetzung der für 


x = « verschwindenden Coefficienten der y-Potenzen, wenn 9 > 9 ist, unabhängig von 
1 KM, 
P, 


Ki, 


der Beschaffenheit des Bruches —, 


falls . irreductibel ist, sich die Gleichung 


Yin (a) + v,(a)weıtn: n —— 0, 
9; reductibel, die Gleichung 


Lt, 


und falls 
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Fassen wir die beiden Fälle zusammen, so ergiebt sich, 
dass, wenn die Coefficienten der Potenzen von 


q 2q (dı—1)g #ıt92 3241429: Kıt(ld,—1)g 
yYyies, 5 er a TE u 


. .. . 6 
in der Gleichung (13.) für = « verschwinden — also auch, wenn “* und 
dd 
1 
ler . e . i 2 u 
“2 irreductible Brüche sind — die Bestimmungsgleichungen von » und w 
u, 
für = 0, 
0, 
wenn a ran pu(e) +, (e)e" =(, 9, ()w" + w,(e) wtr —(, 
rs 2 
p, 0, 


wenn -&, glatter + net = 0, 


l 


Pula) + Ye) w + wu(e)w“t" = 0 
lauten, worin der oben für die Gleichung (153.) gemachten Voraussetzung 
gemäss Pu(«), Pıu,(@), we) von Null verschieden sind. 


a ) “2 ” . . 
Da nun unter der gemachten Annahme für - > die Gleichung 


pol) + Yı,. (a)eH = 0 
«u, verschiedene Lösungen hat, so werden sich die dazu gehörigen «, Lösungen 
der Gleichung (16.) um {= 0 herum nach der Taylorschen Reihe entwickeln 
lassen, und daher, wenn die Wurzeln der obigen Gleichung mit 

A,8A, 8 A,..., ec" A 
bezeichnet werden, worin & eine w,-te primitive Einheitswurzel bedeutet, 
vermöge der Substitutionen (15.) sich um 2 = « ein Oyklus von u, Elementen 
mit den Entwickelungen 


u: 2 


0, +1 


y= Alc-a)“+A (ce) +-- 


Pısı (a)w“ + P24.(@) ur tr + 92,(a)wrtn +. + wu(a)wHıtrn = 0 
ergiebt. Ist jedoch O1 _ ® ‚so wird, wenn 
u, tt, 


Pi9() = 124, (a) = = Pıra-9 (0) = 0 


1 4 .. . k 4 ( 
ist, wieder unabhängig von der Beschaffenheit des Bruches "* , 





u, 
falls E irreductibel, die Gleichung 
2 
Yula) + Yyın,(a)w“ı + w,(a)wutr: — 0, 
0, 


und falls - reductibel, die Gleichung 
2 


Yu(®) + Pıu(®) we: + p24, (@) wAıt92 + P224,(%) wıt?9 + N + y.(a) wert ka — () 
lauten. 
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und den durch («,—1)-malige Umkreisung des Punktes « hieraus erhaltenen 
Funetionalreihen ergeben. Die unter derselben Annahme für die v = 0 
entsprechenden Werthe von w gefundene Gleichung 

Pin) Wr + lat = 0 
liefert zunächst «, verschwindende Werthe von w, welche, da 


ı 2 4 y 0, 
(2 0)“ 
ist, für e=« den oben gefundenen Werthen y,, Ya, ..-,Y,, entsprechen, da 
en jun AR i 
> in vorausgesetzt wurde, und da die übrigen «u, Lösungen wieder ver- 
wu 2 


schieden und in der Form sich ergeben 
2 sl 
b, nB, 7 b, “; u: b, 
worin 7 eine primitive u,-te Einheitswurzel ist, so werden die weiteren u,y- 
Werthe um 2 =« einen Cycelus von u, Elementen bilden mit den Entwicke- 


lungen 
9%+1 


0: 
y = B(z—-eo)"+B (2-0) " +-- 
und den hieraus durch «,—1-malige Umkreisung des Punktes « erhaltenen 
Functionalreihen. 
4 


Ist jedoch % — ®: go sind die u, v-Werthe und die «, w-Werthe nach 


1 2 
dem Obigen die Lösungen der gemeinsamen Gleichung 


N 


Pla) + Pie)" + wulo)a'r = 0, 
deren drei Coeffieienten der Voraussetzung nach von Null verschieden sind, 


oder unter der Annahme der Irreductibilität der beiden Brüche die Lösungen 
der Gleichung 


pe) + Ye)" +wle)s" = 0. 


Sind nun die Lösungen dieser Gleichungen sämmtlich verschieden, 
also auch, wenn mit Benutzung der früheren Bezeichnungen 


9, =dp, w=edg, @&=d,p, =d,g,, also p, =Pp;, 91 = 4: 
gesetzt wird, die Lösungen der Gleichung 
pol) + pl)" + wlan = 0) 
oder für 3" =$ der Gleichung 


Pole) + pl) tt 0, 
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und der andern entsprechend auch die der Gleichung 


pu(e) + Pu, (a)£+w,(e) ® — (0 
sämmtlich verschieden, so folgen d,+d, resp. zwei Öyklen von je g, resp. u, 


Elementen; enthalten jedoch jene Gleichungen gleiche Lösungen, so können 
sich — und dies ist nach bekannten Methoden festzustellen — Uyklen von 
41, 291, 391, +. Elementen resp. ein Cyklus von 2u, Elementen ergeben. 
Fassen wir die oben gefundenen Resultate zusammen, so ergiebt sich 
zunächst der folgende Satz: 
Hat eine algebraische Gleichung die Form 


f \N „() N 361) 4 f f . N u 
(E-e) ptlz—a)! Yyuaytlez-a)? Yyayt tea) Hp 
„ee (2) (2) 

1 2 


pay +(2— 0)’ Pay" ı 2® on. +2 —- eo) —] p “i y 
i +1 N ! ? 
4 v,Yy' +w,y' +... Wi 1 I+y" a0. 


in welcher für e=a y=V eine v-fache Lösung ist, ferner 


u, + U; — V, ) a 0, Ey 0), 
\ 0, \ ®, ' 
Rn e((u,-y.) u; 0.) oder = e((u, r +o)+1. 
1 \ 


OÖ [6 
(2) — — A 3 27 —— DO nun ©: ) E. 
0) = e((u, Y:) ) oder = e((w, Y:) -1 
u, u,’ 
ist, je nachdem das Argument der e-Function eine ganze Zahl ist oder nicht, 


Ö, I 0, 
u, —=M, 


,‚ und yu(@), Pı,(e), wi(e) von Null verschieden ist, so ist diese Form 


nicht nur nothwendig dafür, dass die in 2 = 0 verschwindenden v Functions- 


Y 


zweige sich zu zwei Cyklen von u, und u, Elementen gruppiren, und die Ent- 
wickelungen in der Umgebung von = «a die Anfangsglieder 


(2 — a)" und (2 — an)“ | 


0 
Sl 


und “ irreductibel oder reductibel sein dürfen, 
u, u, 


sondern es werden auch umgekehrt für jede solche Gleichung, wenn entweder 


besitzen, worin die Brüche 


0, . 4 
und "* irreductible Brüche sind, oder wenn sie reductibel sind und d, der 


grösste gemeinschaftliche Theiler von go, und u,, also 0, = d,p,, u, = dıq,, und 
d, der grösste gemeinschaftliche Theiler von o, und u,, also 0, = d,p,, u, = d,q.. 
ferner die für = « genommenen Werthe der Coefficienten von 


al) het et sure ee 
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u,+?g u, +(ds—1)9> 
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also 


Pia, ( 0), Pi, (®), .... Pıca 0, (%), 2), P2,(0): ne. Pxa, 19, (®) 


verschwinden, 


sur . . .. 
1. wenn >": ist, sich die Lösungen derselben um = « herum zu 


BT, 
zwei Cyklen von u, und u, blättern gruppiren und die Entwickelungen der 
0] 0, 


Functionalwerthe mit (e— a)“ und (c—o)" beginnen, während 


2. wenn =: ist — was, falls beide Brüche irreductibel sind, o, = 0.. 
u M, 
u,= u, nach sich zieht — die Verschiedenheit sämmtlicher Lösungen der 
Gleichung 


por) + Yıu,(@)3" + wla)at tr = U 


um = herum d,+d, Cyklen von je q, Elementen (da q, = g; ist), und, für 
den Fall der Irreductibilität beider Brüche, die Verschiedenheit der Lösungen 
der Gleichung 

pole)+ Ye)" two)" = 0 


zwei Cyklen von je u, Elementen nach sich zieht, für welche die Entwickelungen 





in der Umgebung von © = «a das Anfangsglied 


‘, 


(2 — 0)“ 
besitzen. 


Man sieht nun unmittelbar, dass, nachdem oben für eine beliebig: 
Anzahl von Cyklen mit Anfangsgliedern ihrer Entwickelungen, die gar keiner 
Beschränkung unterworfen waren, die nothwendige Form (11.) der algebraischen 
Gleichung festgestellt war, sich nunmehr auf Grund analoger Schlüsse der 
folgende Satz aussprechen lässt: 

Die nothwendige Bedingung dafür, dass eine algebraische Function 
n-ten (irades, die wir ohne Einschränkung für endliche Werthe der unabhängigen 
Variabeln als endlich annehmen dürfen, für einen Nullwerth « des letzten 
Coefficienten v verschwindende Lösungen besitzt, die sich zu k Cyklen von je 
U, Us 2... It, Elementen gruppiren und deren Entwickelungen die Anfangsglieder 

2 0: Sh 
(2—- oyM, (-0)", ..., (2 @)“* 


besitzen, worin 


RE E  uaenn 4a 
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ist die, dass die sie definirende algebraische Gleichung die Form habe 


Ä 2) 9) me. 
opt)! Yyuyt (a)? puy’t ta) piuY 


(2) i 72) u 3%) mtb 
tee) pay Ha)? pay ae) Rp, y 
+ ” * . * . [2 ” . * [3 . * . . . * . » * ° . 

(k) j(k) N) Us + *'++ 14 
+ (2-0)! Pay“ tr is ++ +ur_ı +1 + en +(z u or)‘ 73 u ıy' 4 Ta 


+Wwy’+yy’''+-+tW, y 4" +y" =WUV, 


worin die p- und w-Functionen ganze Functionen von x sind, für welche 


pule), Pıu, (@), P2u,(%), m. 2 lu, (&), w,(@) 
von Null verschieden sind, 


v= tu, +++, d=0,+9%-+ +0. 


MAD. \ Pr ö N (( MM l ... )- 
0 —— e((u-7.) 2) +0.1+° +0,) oder = e (u,—} re 0,417 H0,)+1. 
(A=1,2,...,%) 


je nachdem das Argument der e-Funclion eine ganze Zahl ist oder nicht; 
aber es werden auch umgekehrt, wenn d, der grösste gemeinschaftliche Theiler 


von @, und u, ist, 


0,= d,p:; u, d,gq. 
gesetzt wird und die Grössen 


Pi4(), Pi2(®), ..., Prag), P2,,(), 
P22,(8), +, Prag) +++, Pay (2), p: 29% (&)y 2, % kldg—1)gx 


sämmtlich verschwinden — eine Bedingung, die, wenn die Brüche “ ,“*,.... 


u, MU, IL, 


sämmtlich irreductibel sind, als erfüllt betrachtet werden darf — die Lösungen 


dieser algebraischen Gleichung die bezeichneten Entwickelungen besitzen. 


u: R , ©, u, | | 
Sind jedoch die Brüche PL. nen, nicht sämmtlich unter einander 
ri 


| 3 


verschieden, sondern der Grösse nach geordnet 


er, Susan u Eeet .., . Barttırtn. Bene — „.— Bart! _ Cat? „ 
MM, u, Hui Uu,+2 Au, +b,+1 Ma,+bi+?2 Uu+ı Ma,+? 
Oa,+b, ri. Ou. +ba+?2 — FE Qua ri Pas ++ ze 
. > u ... Bi _ u 908 
Un, Un, ! ha 4 > U, R } 1 zz AH > 
_ Pagtrbatı _ Nagtbsr?_ 0, 
Uus4rjt Uu5+b5+2 iA] 


und sind die Lösungen der Gleichungen 
Mar An PMar?2L ... 
F uka, (E)+ Parrın 418) 3 zu T Part20u+2 (®)3 ie va 
"Pati / TREE rer +b+ — () 
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Pazu.,(%) + Patiu,, ‚(e) z'as+1 - Pastzu (0)3"a+1 Feat? en 


rt Patty Hiu 


1».+2 


(a) 2“. Hr Ba,42 tr tea, U) 
As+bs+1 


A Hıs f u ru, +2 ... 
Vayuuy\®) TPayuuyrı (@)2 HH Past2u (0)2 gr! ad ı 


a‘s+? 


... Au tk, ' te tu ri yp 
+ Fasz HrS+ lu. s4 „51% 2 gt! + ag+bs+! — (), 


sämmtlich verschieden, so erhält man für die v Zweige der algebraischen 
Function in der Umgebung von x = 0 je einen Cyklus von u,, u,,...u, Elementen, 
d,. td, +" +d,;,;,, Cyklen von je q.;, Elementen, je einen Cyklus von 
Una Uuanaase, ., Elementen, d, ,,+d,;+"+d,.,,' Cyklen von je q..:: 
Elementen, u. s. w. endlich je einen Cyklus von U,s4.342; Uasanyaay 0, 4, Ele- 
menten, deren Entwickelungen in der Umgebung von « die vorgeschriebenen 
Anfangsglieder besitzen. 


Nor \ . .. I% 2 . . . . 
Für den Fall, dass die Brüche n Be sämmtlich irreductibel sind. 
1 k 


werden die d gleich der Einheit, die qg den resp. u gleichzusetzen sein. 
Es wird sich nun ohne Schwierigkeit aus dem oben bewiesenen 
Satze die Form aller algebraischen Gleichungen aufstellen lassen, welche noth- 
wendig und hinreichend ist dafür, dass dieselbe in den Lösungen «,, %;, ..., © 
des letzten Coefficienten der Gleichung resp. v,,Y,,...,v, zusammenfallende 
verschwindende Werthe annimmt, welche sich im Punkte o«, zu k, Cyklen von 
Us Hyayerey At,,, Elementen gruppiren, für welche die Anfangsglieder der Ent- 
wickelung durch 
071 072 Th 


(2— ar, (2 0,)* ER (x — a, )Hik ö 


dargestellt sein sollen, worin 


> 


Yrı __Or2 Ork, 


u;ı Ur Mar, 


ist und diese Brüche sämmtlich irreductibel sind. 


So wird z. B. die nothwendige und hinreichende Form einer alge- 
braischen Gleichung 5-ten Grades, welche im Punkte @ 5 verschwindende 
Werthe haben soll, die einen Cyklus von je 2 nnd 3 Elementen mit den 
Anfangsgliedern 


7 


l 
(z—e)’ und (e— a)? 
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haben, und ferner im Punkte # 4 verschwindende Werthe, welche einen 


Cyklus von 4 Elementen mit dem Anfangsgliede 
3 


(2 -P)' 
besitzen, durch 
(2-0) Byte) (a -Bpıy ta) aD) yuy' 
+(@—0e)@-P)yuy'’+@—e)pay’ry' = 0 

dargestellt sein, worin p,(e), Pu(P), Pıs(®), P(P) von Null verschieden sind. 

Nachdem aber unter den angegebenen Bedingungen die nothwendigen 
und hinreichenden algebraischen Gleichungsformen für Funetionen mit 
gegebener Verzweigung aufgestellt worden, wird es leicht sein, viel all- 
semeinere Irreductibilitätskriterien, als die in der oben bezeichneten Arbeit 
von mir angegebenen, für algebraische Gleichungen mit rationalzahligen 
Coeffiecienten herzuleiten, indem man nach dem dort angegebenen Prineip 
nur solche Verzweigungen für die algebraische Function zu wählen braucht. 
welche ein Durchlaufen aller Blätter der zugehörigen Riemannschen Fläche 
gestatten, ohne durch einen Verzweigungspunkt zu gehen, und in der so 
erhaltenen algebraischen Functionalgleichung nur die rationalen Functionen 
durch rationale Zahlen, die zu den Verzweigungspunkten gehörigen linearen 
Theiler durch Primzahlen ersetzt, und der Bedingung des Nichtverschwindens 
einzelner Coefficienten für die Verzweigungspunkte die Nichttheilbarkeit der 
sanzzahligen Coefficienten durch die Primzahlen substituirt. 


So wird z. B. eine algebraische Function »-ten Grades, welche in 
dem Verzweigungspunkte «@ » verschwindende Functionalwerthe besitzt, welche 
sich zu zwei Cyklen von je «, und «, Elementen mit den Anfangsgliedern 


Pı 0: 
(z— eo)" und (2—.e) 


. . 0 . . =. . . . 
gruppiren, worin «+ = n, an und beide Brüche irreduetibel sind, 


ferner einen Verzweigungspunkt /, in welchem » verschwindende Functional- 
werthe, worin » der bequemeren Schreibweise wegen grösser als «, und 
zwar gleich w+z gesetzt werden soll, eine einzige Gruppe mit dem 
Anfangsglied 


(— }) 


® D Ö . . D . . D . y 
bilden, worin . wiederum irreduetibel sein soll, durch die in ihrer Form 
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nothwendige und hinreichende algebraische Functionalgleichung 
ING 4 € Du € 2 0) SINE 

(2-2 yurlz-e) ' (E-Piyuy+la-a) ’ (2-Pepay’+ + (x-e) * (2-P) Rip, yP 


32) (2) E 3a) 
+(2-0) ' (@-B)utip,yit'+(a-a) (@-Byat pay + +0) E-Byr-1ga,_u 
32%) Fi 
+(@-0) * pay’ + tl) Top, gr" 0 
definirt sein, in welcher 
Yu(@), Fol), Pin (®), P:.(P) 


von Null verschieden, und die d und e durch die Ausdrücke gegeben sin 
| 0) = e((u,-7)) eN +0.) oder = e((u,- m, 9 te )+1, 

2 y 0, RER N 6 2 ” 
(w) I% e((w-7 2) n. oder = e((u, Y) - )+ ® 


= e(w-7) -) oder e(w-7) )+ 1, 


je nachdem das Argument der e-Function eine ganze Zahl ist oder nicht, 
Da man nun unter der Annahme, dass » nicht nur grösser als «,, sondern 
auch grösser als «, ist, wegen «tu, = nr durch geschlossene Umläutfe., 
ohne durch Verzweigungspunkte zu gehen, in alle Blätter der zugehörigen 
n-blättrigen ARiemannschen Fläche gelangen kann, so wird die oben auf- 
gestellte algebraische Gleichung irreductibel sein, und es wird sich somit 
durch die angegebene Uebertragung der folgende Satz ergeben: 
Jede algebraische Gleichung von der Form 


l 





N 3m) = 
p‘' +o q a+p' g“ Ad cH+p gq“ ’(d, ze’ +. .+p*# q 1@, Te 
(2) 2 (2) 
) di € 1 u, 1 9) u B) u,+? Mn ev—i v—1 
pP era, net rp detrra, nerHpT grta,_ıT 
9) 9“) 


+p’ a2’ +. +p "Ta, a + = 0, 
in welcher p und q zwei beliebige Primzahlen, die Grössen 0 und & durch die 
Ausdrücke (w) bestimmt sind, in welchen u +w=n, v=u,+x grösser als u 


0, 


und u, sein soll, ıL— en die Brüche *' 4 
u, HM, iM, it, 


Coefficienten a, weder durch p noch durch q,a, nicht durch p,a, nicht durch 
q theilbar sind, ist mit Adjungirung nur rationaler Zahlen irreductibel. 

Es wird also z. B. für n=5, w=3, w=2,v=4,09,=2,9,=1,0=35 
die Gleichung 


und - irreductibel, und die 


v+pa,0’+pgaw +p ga +pgac+p'ga, = 0, 
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in welcher a, weder durch p noch durch g,a, nicht durch p,a, nieht dureh 
q theilbar ist, irreductibel sein. Um dies direet in diesem Falle nach- 
zuweisen, werde zunächst die Zerlegung in 
(z—a)(e*+Axr°+Br’+Cr+D) 
angenommen, welche verlangt, dass 
A-a=pa, B-aA=pga, C-oB=p'ga, D-oC=pga, —eD=pga 
sei, und es müsste, da die Lösung «, wie aus der Gleichung unmittelbar 
zu ersehen, weder durch p noch durch g theilbar sein kann, D also auch 
C durch p’ und B also auch A durch p theilbar sein, was, da « es nicht 
ist, unmöglich. Sei ferner die Zerlegung in einen Factor zweiten und 
dritten Grades möglich, das Polynom also 
(a +ac+P)\a+ya’+dcH+e), 
so müsste 
a+y=pa, Ptoey+d=pga, Pryted+e=pga,, 
Pd+os=p’ga, Pe=p'ga, 

sein. Ist # durch g’, also e durch g nicht theilbar, so muss « durch q’ 
theilbar sein, und dies widerspricht der dritten Gleichung; ist 5 durch g\,& 
durch g theilbar, so ist «, also auch d durch g theilbar, also müsste « nach 
der dritten Gleichung gegen die Annahme durch g’ theilbar sein; ist endlich 
P durch g, also & durch g’ theilbar, so ist auch Ö durch g theilbar, und 
somit nach der zweiten Gleichung auch «y, welches für die Annahme, dass 
ce durch g theilbar ist, d dureh g’ also y durch g theilbar machte, was der 
ersten Gleichung widerspricht, während, wenn y durch g theilbar ist und o 
es nieht sein soll, nach der dritten Gleichung d durch g’ theilbar wäre, 
was wieder nach der vierten Gleichung nicht angeht. Enthält aber % q 
garnicht, ist also & durch g’ theilbar, so enthält auch d g’, also y den Factor 
es ist somit 
die oben aufgestellte Gleichung fünften Grades in der T'hat irreduetibel. 

Es mögen an die früheren Sätze noch einige Folgerungen geknüpft 





q, was wieder der zweiten Gleichung widersprechen würde 


werden. Sei die algebraische Functionalgleichung gegeben 
y"+(z-a)F,(z)y”"""+(2-o)F,(2)y" "+ -+(2-e)F,_,(2)y+(2-e)F,(«) = 0, 
in welcher alle Glieder mit Ausnahme des ersten den Factor 2 —« besitzen. 
2>1l und F,„(«e) von Null verschieden ist, sei ferner dieselbe durch eine 
andere Gleichung von der Form 


YrHe-e) I Heer +) a)y tere) "fule)= 0, 
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in welcher f,(«) von Null verschieden ist, theilbar, so ist ersichtlich, dass 
der Quotient gleich Null gesetzt die Form hat 
y" tee) lrdy" "He -e)elalyl"Tr 
+0) pn dy +) ne) = 0. 
worin 
F,.(&) = ful@) Pu-u®) 
und daher p„_,(x) der Annahme gemäss für e= « nicht verschwinden kann: 
da nun eine solche Gleichung nach dem von mir bewiesenen Satze irre- 
duetibel ist, so ergiebt sich, 

dass wenn in einer algebraischen Functionalgleichung sammtliche Coeffi- 
cienten mit Ausnahme des ersten durch einen gemeinsamen linearen Factor 
theilbar sind und diese Gleichung als Factor ein ebenso beschaffenes Polynom 
enthält, in welchem die in seinem letzten Coefficienten enthaltene Potenz 
dieses Linearfactors einen um die Einheit kleineren Exponenten besitzt als im 
letzten Coefficienten der gegebenen Gleichung, der Quotient beider Polynome 
irreductibel ist. 

Und dieser Satz auf algebraische Gleichungen übertragen, würde 
lauten: 

Ist eine ganzzahlige algebraische Gleichung, deren Coefficienten mit Aus- 
nahme des ersten durch eine Primzahl theilbar sind, durch ein ganzes Polynom, 
dessen Coeffictenten wiederum dieselbe Primzahl als Factor enthalten, theilbar, so 
wird, wenn der letzte Coefficient dieses Polynoms die Primzahl nur einmal 
weniger enthält als der letzte Coefficient der Gleichung, der Quotient ein mit 
Adjungirung rationaler Zahlen irreductibles Polynom sein. 

Als ganz specieller Fall folgt daraus offenbar der Satz von der 
Irreduetibilität der zu einer Primzahlpotenz gehörigen, von den nicht primi- 
tiven Einheitswurzeln befreiten Kreistheilungsgleichung. 

Es mag endlich noch ein ganz allgemeiner Satz, welcher die Irre- 
duetibilität algebraischer Funetionalgleichungen betrifft, erwähnt werden. 
welcher den Beweis von der Irreduetibilität der zu einer beliebig zusammen- 
gesetzten Zahl gehörigen und von den nicht primitiven Einheitswurzeln befreiten 
Kreistheilungsgleichung in sich schliesst oder den Satz, welcher bekanntlich 
damit zusammenfällt, dass, wenn a und b zwei ganze relativ prime Zahlen 
bedeuten, und die von den nieht primitiven Einheitswurzeln befreiten zu- 
gehörigen Kreistheilungspolynome f,(z) und f,(z) irreduetibel sind, auch 
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das nur primitive Einheitswurzeln enthaltende zu dem Producte ab gehörige 
Kreistheilungspolynom f,,(z) irreductibel sein muss. 


Seien zwei algebraische Functionalgleichungen m-ten und »-ten Grades 
(34.) | y"+(e-e)fila)y"" + e)kla)y"+ te). lD)yY 
| 4 (2 eo)f,(®) — () 
und 
(35.) | y" +2 P)ypla)y"" He P)ple)y" rt P)pn-1(7)Y 
. +@- Male) = 0 
vorgelegt, worin « und $ willkürliche Grössen, f, (x), ;(z), ... 9,(2),p:(®). .., 
ganze Funetionen von x bedeuten, von denen f, 


m 


(z) nicht durch z—e, y,(r) 
nicht durch e—/ theilbar sind, so sind diese Gleichungen, wie früher her- 
vorgehoben worden, mit Adjungirung rationaler Funetionen von & irreductibel, 
und die Entwickelung der m Lösungen der Gleichung (34.) in der Um- 


sebung des Punktes «, welche dort einen Oyklus von m Elementen bilden, 
1 


beginnt mit dem Gliede (e—«)”, die der » Lösungen der Gleichung (35.) 
1 
um 5 herum mit (e—P)”. Nimmt man nun an, dass die Gleichungen (34.) 


im Punkte /, (35.) im Punkte « garnicht verzweigt sind, so wird offenbar 
(34.) auch nicht mit Adjungirung einer Lösung n, der zweiten* Gleichung, 
(35.) nieht mit Adjungirung einer der Lösungen y, der ersten Gleichung 
reduetibel sein; denn besässe z. B. die erste Gleichung einen in , y, n, 
rationalen Factor, so dass eine Gleichung von der Form 


(36.) o(y,x,n) >= 0, 
welche in y von niedrigerem Grade als dem m-ten ist, existirt, welche eine 
Lösung mit (34.) gemein hat, so würde die m-malige Umkreisung von «@ n, 
der Voraussetzung nach unverändert lassen, während y, der Reihe nach 
alle Lösungen der Gleichung (34.) durchläuft, und somit die Gleichung (36.) 
mehr Lösungen haben, als ihr Grad beträgt. 


Seien nun die Lösungen der Gleichungen (34.) und (35.) 


Yır Yay ++ Ym und Ni, May ver, Any 
und bildet man eine neue algebraische Gleichung mx»-ten Grades, deren 
Lösungen durch die bilineare Function der Wurzeln der Gleichungen (34.) 
und (35.) 
(37.) Y.= vle)yn.tw(e)yt+ wlan. tw) de a na 
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dargestellt sein mögen, worin w(z), w(z), w(z), w(x) beliebige ganze 
Funetionen von x bedeuten sollen, so wird, wenn die %-ten Potenzsummen 
dieser mit $,, die der Gleichungen (34.) und (35.) mit s, und o, bezeichnet 
werden, wie unmittelbar zu sehen, 
! 
" ante ces) VW WS 4, Ouro, 
sein, und sich somit die Coeffieienten der Gleichung des mn-ten Grades 
(38) Y""+F,(e)Y"""+R,(2)Y"" "+. +F,..(@)Y+F,..(&) = 0. 

deren Lösungen durch (37.) dargestellt sind, als ganze Functionen von x 
ergeben. Bemerkt man nun, dass die Lösungen der Gleichung (34.) in 
x = e einen m-fachen Verzweigungspunkt, die der Gleichung (35.) in x =? 
einen n-fachen Verzweigungspunkt besitzen, während / resp. «@ der An- 
nahme zufolge nicht Verzweigungspunkte von (34.) resp. (35.) sind, so 
folgt aus (37.), dass die Lösungen der Gleichung (38.) sich um « herum 
in » Cyklen zu je m Elementen, um ? herum in m Cyklen zu je » Ele- 
menten gruppiren. Gehen wir nun von einem bestimmten Werthe von Y 
aus, und umkreisen mit demselben den Verzweigungspunkt « m-mal, ebenso 
den Verzweigungspunkt  »-mal, so wird Y in beiden Fällen zu seinem Werthe 
zurückkommen; nehmen wir nun an, es möge Y einen gemeinsamen Werth er- 
reichen, wenn x m,-mal « oder wenn z »,-mal 5 umkreist, worin m, <m, n, <n 
ist, dann wird, wie aus der Form von (37.) ersichtlich, dasselbe auch geschehen. 
wenn « 2m,-mal oder $ 2n,-mal, @ 3m,-mal oder $ 3n,-mal ete. umkreist wird. 
es würde also Y von demselben Werthe ausgehend zu einem gemeinsamen Y- 
Werthe gelangen, wenn x den Verzweigungspunkt « mm,-mal oder den Ver- 
zweigungspunkt 5 mn,-mal umkreist; da aber die mm,-malige Umkreisung von 
ce Y zu seinem Ausgangswerthe zurückführt, so müsste dies auch die mn,- 
malige Umkreisung von / leisten, also mn, = k.n sein, oder da n, <n ist, 
m mit » einen 'Theiler gemein haben. Nehmen wir also an, dass die 
(sradzahlen m und » der beiden gegebenen Gleichungen (34.) und (35.) zu 
einander relativ prim sind, so wird, wenn man von demselben Y-Werthe 
ausgeht, eine Anzahl von Umkreisungen des Punktes «@, welche kleiner 
als m ist, nicht zu einem gemeinsamen Funetionalwerthe führen können. 
wie eine Anzahl von Umkreisungen des Punktes 5, welche kleiner als n 
ist. Daraus ist aber klar, dass man, ohne Verzweigungspunkte zu durch- 
laufen, auf eontinuirlichem Wege zu allen mn-Zweigen der Function Y wird 






gelangen können, indem man successive erst « m-mal, dann 5 einmal. 
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[e wiederum « m-mal, 5 einmal ete. umkreisen wird, dass also die Gleichung 
N ; (38.) irreduetibel ist, und da diese Schlüsse nur auf der Verzweigungsart 


t | der irreduetiblen Gleichungen (34.) und (35.) beruhten, so ergiebt sich ver- 
möge des früher bewiesenen Satzes das folgende 'Theorem: 
Wird aus den Lösungen y,, Ya3:+-,Y, N, Na, .. 2, der beiden algebraischen 
Functionalgleichungen 
3 (.) 


\ e +1 ’ +1 EREN 
| y"+(2- 0) “ fa)y""+(z-e) f(x) y 2. 


(39.) 





| e((m-1)--)+ , : 
T | + +(0—0) ” nrlE)y tra) fe) = 0 
N und 
5 el) (22) ı; 
- a0, | re@-®) tt 
0 | f zele 2) en / \o E 

| +(e2—P) Pn-E)y+z—e)yle) = 0, 
4 worin fi(&), f(&), ---; Yı(X), P(X),... ganze Functionen von x bedeuten, für 
F welche f,„(®) und y,(P) von Null verschieden, ferner r zu m, o zu n relativ 
prim sind, und hat die Gleichung (39.) in x = /, die Gleichung (40.) inz= « 
E keine Verzweigung — was als nothwendige Folge nach sich zieht, dass die 
R (rleichungen nicht bloss, wie aus ihrer Form erkennbar, mit Adjungirung 
k rationaler Functionen irreductibel sind, sondern dass auch jede der Gleichungen 
E selbst mit Adjungirung der Lösungen der andern Gleichung irreductibel bleibt 
" — so wird die Gleichung mn-ten Grades, deren Lösungen durch die bilineare 
h Function der Lösungen der Gleichungen (39.) und (40.) 
N. = Wwee)yn.tmedyitprlein. tee). 
i worin die w(xz) ganze Functionen bedeuten, dargestellt werden, und welche 

somit die Form hat 

Y""+F (2) Y"""+FR(&) Y""" +. + F,.(2) = 0, 
’ in welcher F,(x),..., F,„(x) wiederum ganze Functionen von x sind, selbst 
. wieder irreductibel sein, wenn m und n zu einander relativ prim sind, 
a und ähnliche von der Form (37.) unabhängige Sätze. 
" Man sieht unmittelbar, dass dieser Satz auf Zahlengleichungen über- 
{ tragen, den Satz von der Irreduetibilität der zu einer beliebigen zusammen- 
. gesetzten Zahl gehörigen, von den nicht primitiven Einheitswurzeln befreiten 
a | Ireistheilungsgleichung in sich schliesst. 
l 3 Das oben angegebene Prineip kann auch verwendet werden, um die 
1. j teduetibilität algebraischer Gleichungen bei Adjungirung gewisser Grössen 


44° 
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festzustellen, wenn die Untersuchung für algebraische Funetionalgleichungen 
durchgeführt ist; ich will an dieser Stelle das Problem nicht allgemein 
behandeln, sondern mich mit einigen Bemerkungen für bestimmte Klassen 
soleher Gleichungen begnügen. 


Wir wissen aus den früheren Auseinandersetzungen, dass jede alge- 
braische Functionalgleichung von der Form 


a ETIAIT HERNE 
+ (@— o)’a1F,, ‚(@)y+(@—e) Fl) = 0. 
worin r eine ungerade zu » relativ prime Zahl bedeutet, 


do = e(47)+ 1 


ist, F,(&), Fl), ..., P.(@) ganze Functionen von x bedeuten, und F,,(e 


ın\ 


von Null verschieden ist, da sie um & herum einen 2»-fachen Verzweigungs- 


r 


punkt hat, für den das Anfangsglied der Entwiekelung (2—e)’”" lautet, mit 
Adjungirung nur rationaler Functionen von z irreductibel ist. Werfen wir 
nun die Frage auf, wann eine solche Gleichung mit Adjungirung von 


Yz—o reductibel ist, so wird, wenn 

ee 
gesetzt wird, die Gleichung (41.) identisch sein müssen mit 
HH) HEHE) y" Hr tr] 
WHAT EIER )] = 0,*) 


*) Da die Entwickelung der Lösungen der Gleichung (41.) die Form hat 
r r+1 r+?2 
y=a,(@—o)"+a(2—e)”" +a,(@—a)”" +, 
worin @,4,,4,,... Constanten bedeuten, und, wenn Ye—a=! gesetzt wird, die um 
= (0 herum gültige Entwickelung der Lösung eines Factors der der Voraussetzung naclı 
in zwei Factoren zerlegbaren Gleichung 
r r+1 r-+?2 
y=a,l"-+a, t n + a,t n + +. 
lautet, so folgt wiederum nach bekannten Sätzen, dass dieser Factor die Form hat 


tef dyttehdyTr dyH), 


worin f„(0) von Null verschieden, und 
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und somit zunächst 

MP) = F.(+o). 
oder wenn 

Mm) Fon), el) = wu) 
gesetzt wird, worin w,, und w, wiederum ganze Funetionen von f sein 
müssen, die Gleichung 

(42.) Po.) —-w.(f) = FR," -+o), 

in welcher der oben für F,,(x) gemachten Voraussetzung zufolge für r=1 
&,(0) von Null verschieden ist; es muss sich also ’"R,(f+«) in ein 
Produet der beiden in £ rationalen Factoren 

to.) +w.()] to) ol] 
zerlegen lassen, und ähnlich sind die weiteren Bedingungen für die Zer- 
legung aufzustellen. Ist also z. B. die Gleichung vierten Grades gegeben 


y’+(z-e)F,()y”’ +(z-eo)R,(a)y’+(@—o)F,(z)y+(z-eo)F,(e) = 0. 

worin F,(«) von Null verschieden ist, so verlangt die Zerlegung in 

WHERE HE HILF (P))y 

+f(F)-tfa(f)) =U, 

wenn wieder, wie sich als nothwendig ergiebt, 

fi (f) u "o,(t), fi. (f) ur (£), fa (f) ur Fo; (£), fx: (2 == Olss (£) 
gesetzt wird und w,(f), (8), @,, (8), w@.(#) ganze Functionen von F dar- 
stellen, ausser der der Gleichung (42.) entsprechenden Beziehung 


(43.) For, (®)-w},(®) = Fl!’ +0) 
noch die Erfüllung der Gleichungen 
(44.) 20,(f) =F(t-+o), 
(45.) 20, Ho, (P)—wi;(f) = F,(f+o), 
(46.) 2’, Mo.) 0, )w,()) = F(+e). 


Zerlegt man somit, wenn es angeht, F,(+«) in die verlangte Form 
(43.), so ergiebt sich w,,(f) und w»,„(f), während aus (44.) w,(f’) folgt; 
zerlegt man weiter, wenn es möglich ist, nach (45.) F,(+«) — 2w,,(f’) in 
das Produet 
(to, (f)+ ©.(#)) (tw,, (F)— 0 (£*)), 
so werden ®,,(f’) und w,(t”) bestimmt sein, und es bleibt somit nur noch 
als Bedingungsgleichung die Gleichung (46.) zu erfüllen. Setzt man 
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also z. B. 
F,(x) = eIeTt, 
so folgt nach (43.) 


Po, oh) =(5-5)(5 +3), 


und daher o,,(f) = -: W,(f) = 4 wonach, da, wenn F,(z)= 1 gesetzt wird. 


w,,(E) =; folgt, sich aus (45.) für F,(x) = er der Werth w,(f’) = - 


und somit aus (46.) F; (x) Rn, ergiebt. Es lässt sich somit die bi- 


quadratische Gleichung 


1 —( nn 


y’+@@-a)y’ Ha) et: 


3 EUER 
v+l@-e)— y 
+ (2- e) —— = (), 


welche mit Adjungirung rationaler Functionen von x irreductibel ist, mit 





Adjungirung von Ye—.« reduetibel machen und zwar in der Form 


fg en u + Pe} 


re. a 8] = 0 


Da die Gleichung (47.) für jeden Werth von 2-« diese Zerlegung 
zulässt, so folgt, dass jede algebraische Gleichung von der Form 


(48.) 





—] 
ap = 0 


deren Coeffieienten, wenn p eine Primzahl von der Form 4u +1 ist, ganze 
Zahlen sind, und die bekanntlich mit Adjungirung ganzer Zahlen irreductibel 


ist, mit Adjungirung von Yp reductibel wird durch die Zerlegung 
+ (Br YPY\a4P a VP fa, (P_YP 
[++ Ps+3+ 2 ]le+@-Derz-4]= 0; 


für den speciellen Fall p=5 liefert dieser Satz die bekannte Zerlegung 
der 'Kreistheilungsgleichung 


2+52°’+102°+103+5 = [=’ +(5 +2) +, Du dp: & >| 


[2’ + (21 = )s+ - >]. 
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Ebenso einfach ergiebt sich z. B. mit Adjungirung von Yr—e aus 
der Reduetibilität der Gleichung 
y’—-(z-a)y’—2(2-a)y-(2—a) = 0 
mit zwei Verzweigungspunkten die Zerlegung 
#’—pz —2pz—p = [2 +/p-z+ /p][a —Vp-2— Ip). 
ferner die Reduetibilität der Gleichung 
2459345 =0 
mit Adjungirung von Y5, ete. 

Dass aber die Gleichung (41.) nieht mit Adjungirung von Yr—/. 
worin ? irgend eine von « verschiedene Grösse bedeutet, reduetibel ist. 
kann leicht eingesehen werden, da ein solcher aus der Zerlegung ent- 
stehender Factor gleich Null gesetzt die Gleiehung ergeben würde 

yy,2,VYce—P) = 0, 

welche bei Umkreisung des 2»-fachen Verzweigungspunktes «© ohne Aende- 
rung des Zeichens von Yze—/ zu allen 2% Functionalwerthen von y führen 
würde. Es möge aber des Folgenden wegen die Unmöglichkeit der Zer- 
legung mit Adjungirung von Yr—/ auch auf rein algebraischem Wege und 
zwar für eine biquadratische Gleichung der obigen Form erwiesen werden, 
welche, je nachdem r von der Form 4u+1 oder 4u+3 ist, nach (41.) die 
(sestalt hat 
a9.) | PEEITP FREU | 

+Ha@- 0)" Fla)y+(@—ea)"" Fa) = 0 
oder 
(HR) Alady’+r—e)"R,lo)y 
| +2 eo)" PF(o)y+(c—eo)""’F,(e) = 0, 
worin F,(«) von Null verschieden ist. 

Setzt man zur Abkürzung z—-ea=u, und soll die Gleichung (49.) 


(S0.) 


zerlegbar sein mit Adjungirung von Yx—/, so dass 
y' 4 yet! F, (ute)y’+ u“ +1 F,(u+ o)y+ mp +1 F,(u 4 eo) y 4 PT Yan F, (u + er) 
= [y’+(g(W)+g.(u)Vu+e—P)y+hlu)+h(u)VYu+a—/}] 
+ W)—g(u)Vute—P)y+h (lu) h(u)\ute—/?]. 
wird, worin g,,9,A,,h, ganze Functionen von « bedeuten, so sind die 


Gleichungen zu befriedigen 
(51.) 2g9,(u) = u“*"'F,(u-+e), 
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(52.) 2h,(u)+g(wW)—(ura—P)g:(u) = u”"*'F,(u+e), 
(93.) 2g,(u)h, (u) —2(u+a—P)g:(u)h,(u) = w*t'F,(u+e), 
(54.) h(u)—-(u+a—P)h(u) = u''F,(u+e). 


Zunächst ist leicht zu sehen, dass die 4 Functionen g, (u), 9,(u), h, (u). 
h,(u) eine Potenz von « enthalten müssen, da nach (51.) und (53.) dies für 
9.(u) und g,(w)h,(u) der Fall sein muss, ferner, wenn h,(w) sie nicht enthielte, 
sondern nur g,(u), auch h,(w) nach (54.) davon frei wäre, was nach (52.) 
nicht angeht, und wenn h,(u) durch « theilbar ist, also nach (54.) auch h, (x), 
nach (52.) auch g,.(a) es sein müsste. Seien nun die Gradzahlen von u 
in den Functionen g,, 9, A,» resp. 71,72, 41,7, 80 folgt zunächst aus (51.) 
yZu+l; ist nun zZ 2u+1, so muss nach (54.) auch 4, > 2u+1 sein, 
dann würde aber nach Division dieser Gleichung mit #“*' die linke Seite 
noch durch « theilbar bleiben, während es die rechte Seite nicht ist, und 
es folgt daher, dass ,<2u+1,,.<2u+1 ist, und ebenso leicht, dass 
2, =%,, weil sonst durch Division der Gleichung (54.) mit der kleineren 
u-Potenz noch zwei Posten den Factor « enthielten, und der dritte nicht. 
Dann geht aber die Gleichung (53.) durch Division mit »“ in 


2g9,(w)H,(w)—29;(u)H;(u)(u+a—P) = WF,(u+e) 
über, worinA— u+1, und die Funectionen H, (uw), H,(w) den Factor » nicht 
mehr enthalten, so dass y, > u+1 sein muss; aber dieses widerstreitet der 
Gleichung (52.), da h,(w) nicht wie die drei anderen Posten dieser Gleichung 
durch «’**' theibar ist. 
Soll aber die Gleichung (50.) zerlegbar sein, sollen also die Be- 
ziehungen stattfinden 


(55.) 2g,(u) = u" F,(u+e), 

(56.) 2h,(w)+g(u)—-(ura—P)g(u) = u"t’F,(u+e), ® 
57)  29(W)h(w)—-29(u)h,(u)ura—P) = w"'’F,(u+e), 

(8.) h(W)—(u+a—P)hi(u) = u""’F,(u+e), 


so müssen zunächst wieder die 4 Functionen den Factor « enthalten, und 
behält man die obigen Bezeichnungen für die Gradzahlen in « bei, von 
denen wieder „= u+1 sein muss, so würde zunächst, wenn #, — 2u+2 
wäre, nach (58.) auch 3 > 2u«+2 sein müssen, dann aber durch Division 
eben dieser Gleichung durch «’**” die linke Seite durch « theilbar bleiben. 
während es die rechte Seite nicht ist, und. daher folgen, dass ,<2u+2, 
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z,<2u+2 ist, und ebenso leicht wieder 7 =, sich ergeben. Da aber 
dann die Gleichung (57.) durch Division mit «” in 
29, (u)H,(w)—2g;(u) H;,(u)(u+a—P) = wWF;,(u+e) 


übergeht, worin A — u+2 ist, also 7, — «+1 sein muss, so wird dies wieder 


der Gleichung (56.) widerstreiten, da A,(a) nicht wie die drei andern Posten 





dieser Gleichung durch #’“'* theilbar ist. Wir finden somit, dass in keinem 
Falle eine Gleichung der Form 
y’+l@-a)"F(a)y’+(2c— ee)” F,(@)y’+(@- eo)" F,(@)y+ (2-0) F,(x) = 0, 


welche bekanntlich für ungerade r, wenn 
ir 


ist, mit Adjungirung rationaler Funetionen von x irreductibel ist, mit Ad- 
jungirung von Ye—/P reduetibel werden kann, und da diese Schlüsse, wie 
unmittelbar zu sehen, in genau derselben Weise. sich auch algebraisch ver- 
allgemeinern lassen, so erhalten wir den folgenden Satz: 

Eine algebraische Gleichung von der Form 


y"+(@—a)"F,(2)y” "+ (@—e)"F,(la)y”" + 
\J v f4 \ N / y 
+(2— eo) »-1F,-,(2)y+(2—eo) F,(e) = 0, 


\ 


in welcher r eine zu n relativ prime ungerade Zahl bedeutet, 
AN | 
ie e(5,)+1 
ist, F(&), ..., F3.(x) beliebiye ganze Functionen von x bedeuten, von denen die 


letztere für © = « nicht verschwindet, und welche, wie bekannt, mit Adjungirung 
rationaler Functionen von x stets irreductibel ist, wird auch stets mit Adjun- 


girung von Vx—P irreductibel sein, worin 9 eine beliebige von « verschiedene 
Zahl bedeutet, während sie mit Adjungirung von V\e—a reductibel sein kann. 


Als specielle Formen von Zahlengleichungen, welche den algebraischen 
Funetionalgleichungen (41.) entsprechen, können die zu einer Primzahl p 
gehörigen Kreistheilungsgleichungen 


. i »,p(p—] a (p—1 
(99.) x? '+par + ) zo en RZ ) 


hervorgehoben werden, die bekanntlich mit Adjungirung rationaler Zahlen 


s+p = () 


p—1 


irreductibel sind, jedoch mit Adjungirung von (—1) ° p reductibel werden. 
Es ist leicht zu sehen, dass eine zu p gehörige Kreistheilungsgleichung 
Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 4. 45 
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ur: 
nicht reductibel sein kann mit Adjungirung von Ve- 1) ° q, wenn g irgend 
eine von p verschiedene Primzahl bedeutet; denn sei & eine Lösung der zu 
p gehörigen Kreistheilungsgleichung, welche dem gleich Null gesetzten 
Factor 


A P—3 


(60.) 2’ t+a8:+- Von: ale; 2 + ) 


der der Annahme gemäss mit Adjungirung von Was n, zerlegten Kreis- 
theilungsgleichung (p—1)-ten Grades angehört, 7 eine Lösung der zur Prim- 
zahl q gehörigen Kreistheilungsgleichung, welche also auch den Factor 
dieser stets mit te derselben Grösse reductibeln Gleichung 


(61.) 2’ +A2?’ + an ei 1) ? (Be u Ah 
befriedigt, so wird sich durch Division der Gleichungen (60.) und (61.) die 


Beziehung ergeben 
p—1 p—: 3 p—3 


(62.) Sn... A 2 ai Sea 
4a ee 
in welcher a,, ..., di, ..., Ayy..., Bi, ..., rationale Zahlen bedeuten, und diese 
Gleichung ist unmöglich, da bekanntlich ein von den nicht primitiven Ein- 
heitswurzeln befreites, zum Grade » gehöriges Kreistheilungspolynom nicht 
in Factoren zerlegt werden kann, die in ihren Coeffiecienten nur rationale 
Zahlen und Einheitswurzeln enthalten, deren Grad relativ prim zu » ist. 


während die Gleichung (62.) eine nicht identische Gleichung — 


definiren würde, deren Üoeffieienten nur rationale Zahlen und die g-te Ein- 
heitswurzel 7 enthalten. 


1 
-ten Grades 


Von diesem Satze mag endlich noch eine einfache Anwendung auf 
die Vertheilung der complexen Primzahlen von der Form a+bi in der Ebene 
eemacht werden. 

Ist a+bi, worin a und b ganze positive oder negative Zahlen bedeuten. 
also auch a-—bi, eine Primzahl, so ist bekanntlich 

(a+bi)(a—bi) = N(a+bi) = a’-+b' 
eine positive reelle Primzahl, und ist die Norm eine Primzahl, so ist es 
auch @a+bi, natürlich vorausgesetzt, dass 5 von Null verschieden ist. Soll 
aber a’ +5’ eine Primzahl sein, so muss dieselbe von der Form 4n+1, also 
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mod(a+bi) = Y4n+1 sein, und legt man somit um den Nullpunkt der 


Ebene als Mittelpunkt Kreise mit den Radien Y5, Y13, Y17,..., so müssen 
sämmtliche complexen Primzahlen «+5i auf den Peripherien dieser Kreise 
liegen. Nun sind aber die 4 mit den eomplexen Einheiten multiplieirten 
Zahlen 

a+bi, ai—b, -—a—bi, —ai+b 
und deren conjugirte Werthe 

a—bi, —ai—b, —a+bi, ai+b 
wiederum Primzahlen, und es ist klar, dass auf jedem der bezeichneten 
Kreise nur eine complexe Primzahl nebst ihren drei zugehörigen und deren 
eonjugierten liegt; denn lägen zwei verschiedene auf demselben, a+5i und 
c+di, so wäre a -+b’= c’+d’ und somit c+di in a+bi oder a—bi enthalten, 
was nur möglich ist, wenn ce+di sich von a+bi oder a—bi nur um eine 
Einheitswurzel 1, —1, i, —i als Factor unterscheidet. Fassen wir dies zu- 
sammen, so liegen, wenn um den Nullpunkt als Mittelpunkt Kreise mit den 
Radien von der Länge 3, 7, 11,..., also mit den Primzahlen von der Form 
4n+3, welche auch im complexen Sinne Primzahlen sind, geschlagen 
werden, auf jedem derselben in den 4 Durchsehnittspunkten 


4n+3, —(4n+3), i(4n+5), —i(4n+5) 
der Fundamentalaxe und der darauf senkrechten Axe mit dem Kreise Prim- 
zahlen und sonst auf diesen Kreisen keine anderen; auf dem Kreise mit 


dem Radius 1 liegen die 4 Einheiten, und auf den mit den Radien Y4n+1 
gezogenen Kreisen, worin 4n-+1 eine reelle Primzahl ist, zwei complexe 
eonjugirte Primzahlen a+5bi und a—bi und deren je 4 zugehörige, durch 
multipileatorische Einheiten von diesen verschiedene; auf dem Kreise mit 
dem Radius Y2 liegen die 4 Primzahlen 1+i, i—1, —1-i, -i+1. 

Sei nun a+bi eine auf einem der Kreise liegende Primzahl und ver- 
bindet man dieselbe mit dem Nullpunkt, so wird auf diesem Strahle, der 
von eben diesem Kreise noch die Primzahl —a—bi ausschneidet, keine 
andere Primzahl mehr liegen oder es werden die Durchschnittspunkte 
desselben mit den andern Kreisen zusammengesetzte Zahlen sein; denn 
lägen zwei Primzahlen a+bi und a,+b,i auf demselben Strahle, so wäre 


u: 
wegen E = 3 


a,+bi= 


a,(a+bi) 
a I 
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und es müsste, da a+bi eine Primzahl sein soll, a, durch a theilbar sein, 
was nicht angeht, da a,+b,i eine von a+bi verschiedene Primzahl sein soll. 
Lässt man also eine Linie sich um den Anfangspunkt drehen, so wird sie 
in jeder Lage nur auf einem der Kreise 2 entgegengesetzte Primzahlen aus- 
schneiden können, und zwar wird jeder Kreis in jedem Quadranten von der 
sich drehenden Linie in zwei Primzahlpunkten a+bi und aö-+b, wenn a und 
b dasselbe Zeichen haben, dagegen a+bi und —b—-ai, wenn a und 5b ent- 
gegengesetztes Zeichen haben, geschnitten. Aber nicht jeder Strahl des 
Büschels wird Primzahlen treffen, wie schon daraus hervorgeht, dass wenn 
derselbe auf dem Einheitskreise von der Fundamentalaxe aus den Bogen y 


“ . b . 1) . . 
abschneidet, nicht nur gy=- jedenfalls rational sein muss, sondern wenn 


p eine Primzahl von der Form 4r-+1 ist, 


‘ a . b 
(63.) cC8p=——-, SiNnp= — 
Ip ıp 
sein muss, worinp=a-+b’ ist, und wir werfen die Frage auf, ob für einen 
Bogen, welcher ein rationaler Theil von 2n ist, Gleichungen von der 
Form (63.) erfüllt werden können. Sei also 

/BAN v a Be 9 b 
(64.) c08—2n =—, sin-2n=—, 
u Yp er Yp 
worin v» und « zwei zu einander relativ prime ganze Zahlen sein mögen, 
so folgt vermöge der Ausdrücke 


x(#— 1) ie Shi 
13 cos" psiın’y-+, 


_ 


CO8Zp = CO’ p— 


; 3 . x(«—1) (x —2 nz . 
sımzyp = zc0s* 'p sıIn pp — ee Sn . ) eos” op sin? p 4..., 
ıı rn] 


worin z eine ganze Zahl bedeutet, dass 


.. v M v N 
(69.) 0082 -— 2n =—, sinz-—2n = ——, 
[A r gi | 


.) 2, 


pP pP 
worin M und N ganze Zahlen bedeuten, und die Ausdrücke selbst somit 
rational sind, wenn 2 gerade ist. Sei nun 
er 0 0 BR ( 
u= 2g’r’..8, 
worin g,r,...,s von einander verschiedene Primzahlen bedeuten, und werde 


E17 al 0 Eu 
CE 
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gesetzt, so müsste nach (65.) 
2vn M ._ 2 N 
(66.) Ca -—=—, 8in— = 


| ” 
q x q = 


sein, welche Ausdrücke, wenn e — 1 ist, rational sein würden. 


m 
—— 


Bildet man nun 
“) v 


Zvn , .„:_2vın M+NG 
>= (608 +esın m ———, 
q q = 
p 

worin M und N ganze Zahlen sind, so sind diese beiden Werthe von x einer- 
seits Lösungen der Gleichung 

a —-l1=(, 
andererseits der Gleichung 


” 


pe —2Mp c+M+N =V(, 
und es müsste somit die zum Grade g gehörige Kreistheilungsgleichung 
dureh Adjungirung von Yp reduetibel sein, was, wie wir oben gesehen 
haben, nicht angeht; es darf daher « keine von 2 und p verschiedene Prim- 
zahl enthalten und muss somit die Form haben u = 2°p‘, woraus, wenn 
z = 2?p!”' gesetzt wird. 


er p? 
folgte, welche Ausdrücke wiederum, wenn e—1, rational sein würden. 
Setzt man nunmehr 


syn... 2a AtTNi 
x = (008 +ısın u -—- s 
p p 4 
p“ 
so hat die Gleichung 
»-1=0 


mit der Gleichung 


p&—2Mp’z+M?+N? = 0 
zwei Lösungen gemein, das letztere Polynom bildet also einen T'heiler des 
ersteren; ist nun z eine gerade Zahl, also e — 1, so würde die zu p gehörige 
Kreistheilungsgleichung mit Adjungirung rationaler Zahlen reductibel sein, 
also muss o=(0 d.h. z ungerade sein, und die Kreistheilungsgleichung mit 


Adjungirung von Yp reductibel werden, was stets der Fall ist. Da aber die 
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beiden Faetoren der mit Adjungirung von Yp zerlegten, zu p gehörigen 


Kreistheilungsgleichung vom PT!.ten "Grade sind, und diese bekanntlich. 


nur mit Adjungirung von Yp, nicht mehr reduetibel sind, so wird, da das 
obige Polynom vom 2-ten Grade ist, p=5 sein müssen — aber fürp=5 
hat der irreductible Factor die Form 


:,[5,% 5, v5 
ce + (5+ )a+5+ B 


und lässt sich also mit dem oben gefundenen nicht identifieiren, so dass für 
u nur die Form 2* übrig bleibt, um die den Gleichungen (64.) entsprechenden 
Beziehungen 


ER. RR 
on 


COS are = De sin 
o—1 I 
ze yp 


zu befriedigen, worin v ungerade ist; aber auch diese Gleichungen sind 
für oe = 1,2 nicht zu befriedigen, ebensowenig für 0>3, da für z = 2°” 


y 








. vn 
= sin — 


& BEE. Vrv ar 4 vr * 0—3 
cos 2° = 0087, sin2 1 


“)o 
id» 


rational sein müssten, was nicht der Fall ist; es bleibt somit nure=3, 
wofür in der That jene Gleichungen unter der Annahme von p = 2 zu erfüllen 
sind, da jedoch p von der Form 4n-+1 sein sollte, ebenfalls fortfallen. Die 
Gleichungen (63.) sind somit für kein rationales Multiplum von 27, unter 
der Annahme, dass p von der Form 4r-+1 ist, zu erfüllen, dagegen werden 


dieselben für p= 2 die Lösungen P=7 haben, worin v eine beliebige 


ungerade Zahl bedeutet.*) 


Wir schliessen daraus, dass nur die beiden Strahlen, welche mit der 
Fundamentalaxe den Winkel von 45’ bilden, auf dem Kreise mit dem Radius 


Y2 4 complexe Primzahlen ausschneiden, dass aber sonst auf keinem Strahle 


*) Wollte man, um zu demselben Resultate zu gelangen, von den aus (63.) 
folgenden Gleichungen 
a—b’ . 2ab 
cos2g = -——, sin2p = — 
p p 
ausgehen, so brauchte man sich nur auf den Satz von der Irreductibilität einer zu einem 
zusammengesetzten Grade gehörigen, von den nicht primitiven Lösungen befreiten Kreis- 


theilungsgleichung zu stützen, wenn dieser nur rationale Zahlen adjungirt werden. 


Y 

ei 
3 
Er} 
= 








Koenigsberger, über die Irreductibilität algebraischer Gleichungen. 359 


des Büschels, welcher mit der Fundamentalaxe Winkel bildet, die rationale 


Theile von 360° sind, complexe Primzahlen liegen. 

Dass der auf dem Einheitskreise von dem Strahle abgeschnittene 
Bogen nicht in einem algebraischen Verhältnisse zum Radius stehen kann, 
sondern nur in einem transcendenten, folgt aus dem bekannten Satze, dass 
der natürliche Logarithmus einer algebraischen Zahl transcendent ist, aber 
dieses transcendente Verhältniss darf auch nicht, wie oben gezeigt worden, 
ein rationaler Theil von 27 sein. 
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